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Apresentacao

Este livro é dirigido aos estudantes da disciplina de Céalculo Diferencial e Integral e tem
a pretensao de ser um texto auxiliar no desenvolvimento do contetido desta disciplina.
Além disso, serve como apoio didédtico aos estudantes das licenciaturas, das areas tec-

noldgicas e dos demais bacharelados.

A nossa experiéncia acumulada durante muitos anos como, professores, orientadores
e o relacionamento com os estudantes em varios cursos de graduacao, onde o Célculo
Diferencial e Integral figura como disciplina obrigatéria, nos credencia a propor uma
sequéncia do conteudo diferente, um enfoque metodolégico mais objetivo, bem como a
apresentacao de modelos, exemplos e exercicios resolvidos fundamentais para a fixacao

de temas, que serao essenciais para o dia a dia dos nossos futuros profissionais.

A divisao dos tépicos propostos e o grau de dificuldade estabelecidos em cada capitulo
e secao tém a finalidade de facilitar o processo de aprendizagem dos nossos estudantes,
no que se refere a construgao dos préprios conceitos e definigbes que serao relevantes
para a concretizacao das habilidades necessarias para que eles possam enfrentar novos

desafios.
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Introducao

Este livro tem a pretensao de ser uma bibliografia auxiliar para uma primeira disciplina
de Célculo Diferencial e Integral, bem como o de oferecer aos estudantes de todos os
cursos de graduacao, onde os conteidos que integram esta disciplina sao obrigatérios,
ou mesmo, optativos, uma boa oportunidade de aprender e fixar os conceitos, defini¢oes
e resultados relevantes, contribuindo assim para uma formacgao mais objetiva, ampla e
com qualidade dos futuros profissionais.

Para a organizacao dos temas utilizou-se como principio a evolucao natural e légica
dos conceitos e resultados, permitindo aos leitores que possam avancar e também apro-
fundar muitos desses contetidos. Além disso, esta organizacao tem a intencao de enco-
raja-los a enfrentar novos desafios.

No primeiro capitulo, apresenta-se um panorama detalhado sobre as fungoes elemen-
tares, onde estao disponiveis informagoes a respeito da definicao, do grafico e as carac-
teristicas de inimeras funcoes, que sao imprescindiveis para a compreensao dos temas,
que serao tratados nos capitulos seguintes deste livro.

No fim deste primeiro capitulo, reserva-se uma secao inteiramente destinada aos exem-
plos e exercicios resolvidos, para melhor formacao e preparacao de nossos leitores.

O leitor tera oportunidade, com o segundo capitulo, de ter acesso as ideias intuitivas,
as defini¢oes, as propriedades e caracteristicas sobre as indeterminagoes da teoria de
Limites de uma Funcao Real. Reserva-se se¢oes especiais, onde os Limites no Infinito,
Limites Infinitos e Limites Fundamentais sao introduzidos. Além disso, uma secao final
¢ destinada para apresentagao de uma quantidade bem razoavel de exercicios resolvi-
dos.

Para as Funcoes Continuas, reservou-se o terceiro capitulo, onde além da definicao,
propriedades e exemplos apresenta-se o importante Teorema do Valor Intermediario

acompanhado de uma se¢ao com exercicios resolvidos.
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Diferente dos principais e tradicionais livros de Célculo Diferencial e Integral, reserva-
se o quarto capitulo deste livro, para introduzir de maneira sistémica os conceitos,
propriedades e regras sobre Derivadas e Integrais, criando assim, se¢oes especiais, onde
o leitor poderd ser capaz de aprender e fixar os elementos essenciais destes temas. Para
a concretizacao da idéia deste capitulo procurou-se seguir, os antigos e famosos Ma-
tematicos, responsaveis pela construcao das Ciéncias Exatas, através de seus métodos
classicos, que utilizaram os conceitos de Derivada e Integral para resolver varios pro-
blemas relacionados com a Fisica e com a Engenharia.

As aplicagoes da Derivada tém lugar no capitulo quinto, onde apresenta-se a taxa de
variacao, os principios da relagao da derivada com os famosos conceitos da Fisica, tais
como velocidade e aceleragao. Varios outros temas sao descritos neste capitulo, como,
as idéias sobre diferencial, a famosa e relevante regra de L’Hospital, os conceitos e
resultados sobre méaximos e minimos, cuja teoria contribuem para o esboco de graficos
de fungoes, bem como, uma grande quantidade de exercicios resolvidos para ajudar os
estudantes na fixacao e manejo destes temas.

Os métodos de integracao e suas aplicagoes estao descritos no capitulo sexto. Nele
apresenta-se o método da substituicao de variaveis, o método da integracao por partes,
o método das fragoes parciais, o método das substituicoes trigonométricas mais impor-
tantes, a integral definida e suas propriedades e o Teorema Fundamental do Célculo.
Uma secao final, neste capitulo, é reservada para as aplica¢oes, com inlimeros exercicios
resolvidos sobre a integral definida e o Teorema Fundamental do Calculo.

Um apéndice é estabelecido para que possamos tratar varios temas da Matemaéatica
elementar, como conceitos sobre razoes trigonométricas, férmulas trigonométricas fun-
damentais, resultados sobre exponenciacao, radiciacao, fatoracao e identidades polino-
miais basicas. A finalidade deste apéndice é o de possibilitar aos leitores rever conceitos
bésicos e testar seus conhecimentos na resolucao de algumas operacoes com temas re-
lacionados a Matematica elementar.

Como mencionado acima, os assuntos tratados neste livro sao de natureza mais objetivo
e determinante a formacao dos estudantes. Diferente dos temas tratados e apresenta-
dos nos tradicionais livros de Calculo Diferencial e Integral. Além disso, diante da
forma dirigida de como os conceitos, defini¢oes, propriedades sao estabelecidos e do

volume de exemplos e exercicios que sao oferecidos aos leitores, tem-se a certeza de
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que a qualidade na formacao dos estudantes devera ser alcancada de maneira mais

dinamica e efetiva.
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Capitulo 1

Funcoes Elementares

1.1 Introducao

Um dos mais relevantes conceitos da Matematica é sem duvidas, o conceito de Fungao.
Existem informacoes de que 300 a.C. Euclides ja utilizava conceitos semelhantes. As
primeiras ideias foram inicialmente apresentadas, mais formalmente, nos trabalhos de
Newton! e Leibniz por volta do século XVII. Entretanto, somente com Leonard Euler
é que este conceito foi apresentado de forma semelhante ao estilo de hoje.

Este capitulo consiste em apresentar as principais fungoes elementares e suas carac-

teristicas, bem como, alguns graficos especiais.

1.2 Definicao

Diz-se que uma relacao que associa o conjunto A em B é uma funcao, se esta relagao
associar cada elemento do conjunto A a um 1nico elemento do conjunto B. Em

resumao:

f: A —B

é uma fungao desde que para cada = € A implique que exista um dnico f(x) € B.

1Boyer, Carl. Histéria da Matemética
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1.3 Grafico de uma funcao

O gréfico de uma funcao f: A — B é um subconjunto do produto cartesiano A x B

formado pelos pares ordenados da forma (z, f(x)), isto é,

Gr(f) = {(z,y) € Ax B, y=f(z)}.

@ (b)

y vt
'l /

— 4

v

sv

© @

=v
\
=v

As figuras (a), (b), (c) e (d) sao exemplos de ilustragdes que ndo representam uma
funcao.

No estudo de fung¢oes vamos entender uma fungao como sendo uma relacao

f: A—>B

r = f(z)

onde f éuma fungao cujo subconjunto A C R é o dominio (i.e., o campo de existéncia
de f edenotado por Dy = Dominio de f) e o subconjunto B C R ¢é o contra dominio
de f.

Ao conjunto formado pelos elementos f(z) do contra dominio chamamos de Imagem

de f, ou seja,

18



Imf={ye€ Btal que f(z)=y, com x € Dy}

Exemplo. Considere a seguinte fungao

f:{1,2,3} — {-3,-2,-1,1,2,3}

entdo o conjunto imagem desta fungao é dado por Imy = {—3, -2, —1}. O leitor atento
devera observar que nem sempre o contra dominio de f (neste exemplo é o conjunto

{—3,—-2,—1,1,2,3}) coincide com a imagem de f.

1.4 Dominio de uma Funcao

O dominio de uma funcao pode ser entendido como sendo o conjunto dos elementos x

para os quais f(x) tem sentido, ou seja, o campo de existéncia de f.

1.4.1 Funcao Polinomial

Toda fungao f definida por um polinémio tem como dominio o conjunto (subconjunto)

dos nimeros os reais.

Exemplo. Esboce o gréifico da fungao polinomial

flr)=2® 222 +2—1.

19



f(x)=x*-2x"+x-1

1.4.2 Funcao Racional
P(x)

Toda funcao f definida por f(x) = W’ onde P(z) e Q(z) sdo polinomios, tem

como dominio o conjunto formado pelos z € R tais que Q(z) # 0, ou seja,

Di={reR| Qz)#0).

Exemplo. Dé o dominio e esboce o grafico da fungao racional

r—1
x+2

g(z) =

Solugao. D, ={r e R|z # -2} =R —{-2}.
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1.4.3 Funcgao Irracional

Toda fungao f definida por f(z) = {/P(x), tem como dominio o conjunto formado
pelos elementos = € R tais que P(z) > 0, caso n seja par, e todos os numeros reais,

caso n seja impar.

Exemplo. Dé o dominio e esboce o grafico da fungao irracional f(x) = /z .

ylk

feo =N

Solugao. Dy ={z e R|z >0} =[0,+oo[=R;.

Exemplo 1. Encontre o dominio e a imagem das fungoes:

a) f(r)=32%—5x?+2x

y f(x) =3x%- 5x?+ 2x

w|n

Solucao. Neste caso temos, Dy = Imy = R.
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b) f(z) =37 +5

rt fo9 =\3x7+5

X

Solugao. D; ={r € R|32?+5 >0} =R, pois, 32> +5 > 0,para todo z € R. J4
a imagem desta funcdo é dada por Im; = {y € R|y > V/5}.

Exemplo 2. Encontre o dominio das seguintes fungoes:

22 —3r—1
A A

Solucao.  Esta fungao fica bem definida desde que o denominador nao se anule.

Assim sendo, Dy = {x € R|2? =5z +6 #0} = R — {2,3}.

1 2+ 1 1

b I@) ==t e 5,22

Solugao. O dominio de f sera obtido a partir da interseccao dos dominios das trés

expressoes que integram a fungao, ou seja,
Di={reR|z*°-1>0,2° -3z +2#0ex #0}.

Para facilitar o entendimento colocamos Dy = Dy, N Dy, N Dy, , onde

Dy, é o dominio de fi(z) = \/%,

Dy ={zeR|2*-1>0} =] — o0, —1[U] 1, o0].

cujo dominio é dado por

241
x2 -3z 42’

Dp,={zeR|2*-32+2#0} =R - {1,2}.

Dy, é o dominio de fa(x) = onde o dominio é dado por
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1
E por fim, Dy, é o dominio de f3(z) = —. O resultado é dado por
x
Dy ={xeR|z #0} =R - {0}.

Portanto,

Dy =] —oc0, —1[U]1, co[—{2}.

1.5 Composicao de Funcoes

Sejam f: A— B e g: B— C duas fungoes com f(B) = D, entao,

(gof) : A—=C
z = g(f(z))

as notagoes gof(z) ou g(f(z)) expressam a funcao g composta com f, que é obtida

aplicando-se ¢ a imagem de f no ponto x do dominio de f.

gof

Exemplos. Considere f(z) =+vz?2—1 e g(z) =2x+3:

(a)  (fog)(z) = f(g(x)) = fr+3) = /(22 +3)2 —1=V4a2 + 120 +8

=
S
Q
=
=
~
I
=
—
—
&
I
=2
8
N
|
=
I
=
8
N
|
N
_l’_
w




1.6 Tipos de Funcoes

1.6.1 Funcao Polinomial do Primeiro Grau

Chama-se funcao polinomial do primeiro grau toda fungao da forma

fz)=ax+b onde a, b€ R coma # 0.

O gréfico de uma fungao polinomial do primeiro grau é sempre uma reta, que pode
passar ou nao pela origem. Dependendo do valor de a podemos ter informagoes se

f(x) =ax +0b é crescente ou decrescente, ou seja,

f é crescente quando a > 0;
f ¢é decrescente quando a < 0;

f é constante quando a = 0.

Exemplo. Considere as fungoes

1
f(z) =22 -3, g(x):\/§a:+§ e h(r)=-—ux.
A A A
y y y
f(x)=2x-3 ) Noxt 3 h(x) = -x

1 1 » 1 1 ; 1
3 / 3 x Rl 1 X 1 1
/3 -1 -1

Nestes casos temos Dy = Dy, = D), = R. E facil ver que f e g sao funcoes crescentes

e h é decrescente.

1.6.2 Funcao Polinomial do Segundo Grau

Chama-se fungao polinomial do segundo grau toda funcao da forma

f(x)=az®+bx+c a,b,c € R coma # 0.

24

v



Neste caso, a respeito das raizes da equacao associada a funcao acima pode-se afirmar

que

b?> — 4ac > 0 raizes reais e distintas;
b?> —4ac = 0 raizes reais e iguais;

b?> — 4ac < 0 raizes nao reais ou complexas.

O dominio deste tipo de fungao é sempre o conjunto R. O grafico desta funcao é uma
parabola que pode ser voltada para cima ou para baixo, caso o sinal de a seja positivo

ou negativo, isto é,

Parabola voltada para cima se a > 0;

Parabola voltada para baixo se a < 0.

Exemplo. Esboce os grificos das fungoes f(r) =22 —5x+6 e g(x) = —2?+4.

ylk y“
f(x) =x?-5x+6

g(x)=-x’+4

1.6.3 Funcao Modular

Define-se a fungao modular por

T se x>0

—x se x<0.

25



Exemplo. Esboce o gréfico da fun¢do modular f(x) = |z — 2|, depois encontre seu

dominio e imagem.

S =x-2|

Neste caso tem-se, Dy =R e Im;=R,.

1.6.4 Funcoes Periodicas

Diz-se que f ¢ periddica se existe um ntimero real ¢ # 0 tal que f(x +1t) = f(z) Vo € Dy.

A fungao f(z) = 2 é periddica, basta observar que, f(x +t) = f(z) = 2 para qualquer z € R.

Observagao. As funcgoes trigonométricas sao exemplos cldssicos deste tipo de funcao.
Uma boa leitura sobre estes exemplos pode ser feita pelo leitor ja nas préximas segoes

deste livro.

1.6.5 Funcao Par

Diz-se que f é uma funcao par, caso ela cumpra a condicao f(z) = f(—z) Vo € Dy.

Geometricamente, as fungoes pares sao simétricas em relacao ao eixo dos ¥ .

Exemplo. As funcoes f(z) = 2%, g(z) = |z| e h(z) = 4 sao pares. Veja os seus
respectivos graficos abaixo:

oA oA oA
f9) =x?
g0 = x| s hix) = 4

v

i 4
"y
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1.6.6 Funcao fmpar

Diz-se que f é uma fungao fmpar, caso ela cumpra a condicao f(z) = —f(—x) Vo € Dy.
Geometricamente, as fungoes impares sao simétricas em relacao a origem.
Exemplo. Observe que f(z) =z e g(r) = 2 sdo exemplos de fungdes impares.
Veja seus respectivos graficos abaixo:

A
¥ Y glx)=x’

f(x)=x

v

v
=)
=

1.6.7 Funcao Injetora

Uma funcao f : A — B ¢é dita injetora quando cumpre a propriedade de que para
quaisquer que sejam z; # x5 nodominiode f (em A) implicar que f(x1) # f(x2)em B.

A funcdo f(x) =z, conhecida como fungao identidade, é um exemplo de fungao in-

jetora.

y f(x)=x

1.6.8 Funcgao Sobrejetora

Diz-se que uma funcao f é sobrejetora quando o contra dominio de f for igual a sua
imagem. (CD; =Imy). A mesma funcdo f(z) =2 ¢é um exemplo cldssico de funcao

sobrejetora.
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1.6.9 Funcao Bijetora

Diz-se que f ¢ uma funcao bijetora quando for injetora e sobrejetora simultaneamente.

Consequentemente, f(z) = x é uma fungao bijetora.

1.6.10 Funcao Inversa

Seja f : A — B uma funcao bijetora entao a inversa de f é uma funcao denotada por
f~! que tem a caracteristica de levar os elementos do conjunto B nos do conjunto A,

isto é,

y = ().

Exemplo 1. Encontre a fungao inversa da funcao bijetora

73x—1

f(x)—x+2 r# 2.

Solugao. Escreve-se inicialmente a funcao da seguinte forma

_3:5—1
y= T+ 2

agora trocam-se as variaveis x por y e vice-versa, isto é,

3y —1
T = .
y+2

Finalmente, isola-se y, o resultado é dado por;

r(y+2)=3y—1 = ay+2z=3y—1 = ay—3y=-—-2z—1

Portanto,
(2z +1)
=—" 3.
Y=o T 7
Assim sendo,
3r—1 . 27 + 1
se f(x)_x—l—Q entdo f (IE)—3_:E.
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Exemplo 2. Encontre a funcao inversa de

f(z)=2* —1.

Solucao.
Seja

Y = 2 —1.
Inicialmente, trocam-se as variaveis, isto é,
r=y"-1 = x+l=13° = y=+Vr+1.

Neste caso, a inversa depende das escolhas do dominio e da imagem para que a funcao

f seja bijetora. Ou seja, escolhe-se a funcao bijetora

Entao f~! serd dada por

1.6.11 Caso Especial

Considere a expressao y = V4 — x2.

Da expressao acima podemos dizer que y > 0. Portanto,
y=Vi—2=> 1y =4— =y +2°=4.

Mas, (z—0)>+(y—0)>=2% ¢éa equaciio da circunferéncia de centro (0,0) e raio

2.

29



Como y >0, ograficode y = +4— 22 ésomente a parte positiva da curva, observe

o grafico abaixo.

Neste caso, a funcao nao ¢é inversivel por nao ser injetora. Para ver que esta funcao
nao é injetora, basta o leitor observar, que para r = —2 e x = 2 a fun¢ao tem como
imagem o mesmo valor f(—2) = f(2) = 0. Portanto, nao é bijetora, sendo assim, nao
é inversivel. Para torna-la inversivel, basta fazer uma das escolhas abaixo:
y=v4—22 f:[-2,00 10,2,

ou

y=+v4—x2 f:[0,2] = 10,2].

Assim sendo, ambas sao inversiveis. Como tarefa faca o grafico destas funcoes e encon-

tre a lei que define a inversa em cada caso. Veja gréaficos abaixo.

»! v!
2 2
y=0 y=0
x 2 0 0 2 x
y=\4-x’ y=\4-x’

f:[-2,0]—[o,2]

f:fo,2]—>[o,2]
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1.6.12 Funcao Exponencial

Seja a um numero real, a > 0 e a # 1. Chama-se fungdo exponencial de base a, a

funcao que a cada numero real x associa o nimero real a®, ou seja,

f: R—=>R

r — f(x)=d"
O dominio da funcao exponencial ¢ dado por R e a imagem por RY.
Exemplo. Se a > 1 entao a funcao exponencial é crescente. Entretanto, se

0 <a <1 entao a fungao exponencial é decrescente. Para ilustrar este fato, observe

os graficos das fungoes abaixo;

a) f(r)=2"

e =2

\4
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1.6.13 Funcao Logaritmica

Chama-se funcao logaritmica de base a, com a > 0 e a # 1 a fungdo que associa a

cada x € R* o numero real log x,isto é
JF a b )

f i R. SR

r — f(z) =log, x.

O dominio da funcao logaritmica ¢ dado por R’ e a imagem por R.

Exemplo. Se a > 1 a funcao logaritmica é crescente. Entretanto, se 0 < a < 1

entao a funcao é decrescente. Observe os graficos das funcgoes:

a) f(x)=logx

f(x) = log x

v

=

v

flx) = log_l X
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1.7 Funcoes Trigonométricas

1.7.1 Funcao seno

Considere o plano UOV e a circunferéncia de centro C'(0,0) e raio r = 1. Sejam, um
angulo com medida x radianos e P o ponto de interseccao do lado terminal do angulo

x com a circunferéncia.

Denomina-se seno de = a ordenada P; do ponto P. A fungao seno é definida como

sendo a funcdo f que a cada z € R associa o numero real f(x) = senz, isto é,

f: R - R

x — f(zr)=senuz.

O dominio da funcao seno é R e a imagem é o intervalo real [—1,1]. A funcao

f(z) =senz é periddica de periodo 27, pois, f(xz+27) = f(z) para todo x € Dy.

\ T\

v

f(x) =sen x

1.7.2 Funcao Arco Seno

Para obter a funcao inversa da funcao seno considera-se a fungao bijetora

15
f(z) =senux.
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Entao a inversa de f(x) =senx ¢é a funcao definida por

Fe- [

r — f Y (x) =arcsenz

y
I
2
Py
S 1
2
f(x) = arc sen x

1.7.3 Funcao Cosseno

Considerando a circunferéncia anterior com as mesmas informagcoes, denomina-se cos-

seno, a abscissa P, , do ponto P.

A funcao cosseno é definida como sendo a funcao f que a cada = € R associa o

nimero real f(z) = cosx, isto é,

f: R—=>R

x — f(x) = cosz.

O dominio da fun¢do cosseno é R e a imagem ¢é o intervalo [—1,1]. A funcao

f(z) = cosx também é uma funcao periédica de periodo 27, pois cos (z + 27) = cos .
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f(x) =cos x

1.7.4 Funcao Arco Cosseno

Para obter a funcao inversa da funcao cosseno considera-se a fungao bijetora:

f: [0,7] — [-1,1]

f(z) =coszx
entao a inversa de f(z) = cos x ¢é a fungao definida por

7t [-1,1] — [0,7]

x — f!(x) = arc cos .

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
i
1
-1 1 X

f(x) =arc cos x
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1.7.5 Funcoes Tangente

A funcao tangente

é definida para todos os nimeros x € R tais que cosx # 0. Ou seja, o dominio da

funcao tangente é dada por D ={r € R| x# § +knm, k € Z}.

37 |

|\>|?—l

Jx) =tgx

1.7.6 Funcao Arco Tangente

Considere a fungao bijetora

AEHEL

f(z) = tgx.



kv

f(x) =arctgx

1.7.7 Funcao Cotangente
A funcao cotangente é definida por

COS X

cotgxr =
sen x

para todos os nimeros x € R tais que senx # 0. Ou seja, o dominio da fungao

cotangente é D ={z € R| x # km, k € Z}.

A

y

f(x) = cotg x
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1.7.8 Funcao Arco Cotangente

Considere a fungao bijetora
f: 10,7 — [-1,1]
f(z) = cotguz.
A inversa de f(x) é a funcao definida por

7t [-1,1] —]0, @

x — f(x) = arc cotg z.

X
f(x) = arc cotg x
1.7.9 Funcao Secante
Define-se a fungao secante como sendo
f: {rzeR| v#F+km, kcZ} — R
x — f(z) = secx =
ylk
_ 3;."1', -T T 0 E: T 3:0'5 x#
2 2 2 2
f(x) =sec x
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1.7.10 Funcao Arco Secante

Considere a fungao bijetora

T
o ]O,W[—{§} 3] =00, —1] U [1, +00]
x — f(z) = secx.
A inversa de f(x) ¢é a fungao definida por

f': ] —o00,—1] U[1,+o0] H]O’W[_{g}

x — f!(x) = arc sec .

1 1 X
f(x) =arc sec x
1.7.11 Funcao Co-secante
Define-se funcao co-secante por
f: {zeR| z#kmkeZ} — R
1
x — f(x) = cosecx = :
senx
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-2T - 21 X

f(x) = cosec x

1.7.12 Funcgao Arco Co-secante
Considere a fungao bijetora

f: [g,%r}—{w} — ] — 00, —1] U [1, +o0]
x — f(z) = cosecz .

A inversa da funcao arco co-secante é definida por

2

x — f}(z) = arc cosecx

Fl =00, —1] U [1,+00] — [g,w[u}w,?’_ﬂ}

f(x) = arc cosec x
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1.8 Exercicios Resolvidos

(1) Considere a fungao

20 —1
fw) = r+1
Determine:
o MU=BO L0y SO0
Solugao.
1 1 17
2 F(1) = 3£(0) + 5£(2) _ 5—3.(—1)+5.1 _ §+3+5 _ z _ 1_7
f(=2) 5 5 5 10
(2h — 1) 1 3h
by SO G T Gen _ sh 3
h h h h(h+1) (h+1)

(2) Se f(x) = Zj—tfl e a= —d mostre que f(f(z)) ==.

Demonstragao. De fato,

N e
f(f(x)) - f cxr + d = (az+b = acx+cb+cdr+d?

)
Claata) t d (cz+d)

a*x +ab+ cbx +db\  [a’x + cbx
acx + cb+cdx +d? ) cb + d?
z(a®+cb)  wz(a® + cb)

(d24cb) (a2 +cb)

=x. ]

(3) Se f(z) = || — 2= entao mostre que f(|a|) = —|a|.

Demonstracao. Com efeito, se a > 0 entdo |a| = a e assim,
f(la]) = llal] = 2|a| = a = 2a = —a.
Por outro lado, se a < 0 entdo |a| = —a e desta forma,

f(al) = |la|]| = 2|a] = —a + 2a = +a.
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Portanto,

—a se a>0

a se a<0.

Desta forma,

f(al) = =la[ . ®

(4) Seja ¢(x) = 2x — 7 entdo determine ot e [(z)]?.

Solucgao.

(Wo)(z)=vW(z) =¢2r —T7)=22x —7) —T=4x — 14 -7 =4z — 21.

Por outro lado,

[ih(2)]? = [20 — 7)? = 42° — 282 — 49.

(5) Seja h(z) = ax + b encontre os valores de a e b para que h(h(z)) =4x —9.

Solugao. Com efeito,
h(h(z)) = h(az +b) = a(ax +b) + b = a’x + ab+ b = a’x + (ab+ ).
Para obter os valores de a e b deve-se encontrar a solucao da equacao
h(h(z)) = @’z + (ab+b) = 42 — 9.

Portanto,

a=2 e b=-3 ou a=-2 e b=09.

(6) Seja f(r) = z* encontre a fungao g para que (fog)(z)=42*> —12x+9.

Solugao. Com efeito, como f(z) = 22 entdo

dz* =122+ 9 = (fog)(z) = (f(9(x)) = [9(=)]".

Portanto,

g(x) =£V4a? — 122 +9 = £/ (22 — 3)2 = £(22 — 3).
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(7) Seja f(z) =

entao mostre que f(h+1) — f(1) = —

h

- : . . 1
Demonstragao. Com efeito, utilizando-se a fun¢ao f(x) = —, tem-se

T

h

1 1 1
St =IO =329 == 55 (ht 1)
(8) Determine o dominio de cada uma das fungées abaixo
1
a)f(z) =2?—2z+1 b)g(z)=vA—22  c)h(z)= j - o) =a——.
x x

Solucgao.

a) O dominio da fungdo f sdo todos os nimeros reais, isto é, Dy = R, haja vista que
esta fungao é definida por um polinomio do segundo grau.
b) Para obter o dominio da fun¢ao g deve-se lembrar que esta fungao esta definida

por uma raiz quadrada o que significa que a sua existéncia somente se dd quando a

expressao 4 — 22 > 0. Portanto,

Dy={z€R|4—2*>0} =[-2,2].

~ . X . -
¢) Analogamente, a funcao h existe desde que 1 > 0, pois, sao para estes valores
T

que a raiz quadrada faz sentido. Assim sendo;

T
z+1

Dh:{xeR’ zo} =] — o0, —1[U[0, o0 .

d) O dominio da fungdo ¢ é composto pela interseccao dos valores de existéncia para
as expressoes integrantes. Isto é, a expressao x tem como dominio todos os nimeros
reais (pois, é um polinomio). J& a existéncia da expressao - se d& para todos os
nimeros reais, exceto o zero. Como o dominio é determinado pela intersecgao (ou seja,

a existéncia simultanea destas expressoes), o resultado é dado por

Dy={reR|z#0} =R - {0} =R".
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(9) Considere as fungoes

Determine:
a) f(x)+g(x) +hx),  b)flx)gx), <) (fog)r) e d)———2=

Solucao.

a)
f@) +g(@) +ha) = Vi =16+ o+ (32— 1)

(4 2*)Vad —16) + x + 3z — 1)(1 + 2?)

B (1 +22) '
b)

3 x oV - 16
f)alo) = (VE=16) | s | = S
c)
(fog)x)=flyg(x)) =f (m) = \/(m) —16.
Isto é,
(F o9)(x) = \/ e

d)

xz r—1)—x
hz)—glx) Br—1)— 3% _%_ 37% — 2% + 21 — 1

fle)y VP =16 Vit =16 (1+a2?) (Va® —16)
(10) Seja f(x) = 2® — 2z + 1 encontre uma fungao h tal que

(£ o1

Solucao. Com efeito,

x—lz(i) <x>:£(x):x2—2x+1.




Portanto,

(11) Esboce o gréfico da fungao

(
vV=3—x se x < —3

—r+4 se —3<z< -1

flz) =
|22 — 3| se |x] <1
x
| e2 se = >1
y fo)=e?
Jx)=x+4 .
fro=~NTF-x fo=1x2 43|
o 2\
-3 I1 1I X

(12) Seja f uma func@o do primeiro grau, se f(—1) =2 e f(2) = 3 entdo encontre

a lei de formacao desta funcao.

Solucao. Com efeito, como f é uma funcao do primeiro grau entao ela pode ser
escrita como f(z) = ar + b onde a e b sdo numeros reais. Deve-se entao obter os

valores de a e b. Assim sendo,

2=f(-1)=—-la+b=b—a e 3=f(2)=2a+0.
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A solugao deste sistema é dado por a =

Portanto,

f(z) = %ZE +

(13) Mostre que f(z) = 2® — 2z ¢é uma fungdo impar .

Demonstragao. Com efeito, é necessario demonstrar que f(—z) = —f(z), para

qualquer que seja € Dy. De fato, considere x € Dy, entao
f(=2) = (—2)*=2(—2) = —2* +22 = —(2° —22) = — f(2) para todo x € Dy.
Segue entao que f(r) = 2* —2r ¢ uma fungao impar. [ |

(14) Mostre que f(x) = |z| é uma fungao par.

Demonstracao. Para que f seja considerada uma funcao par é necessario demons-
trar que para todo = € Dy tem-se f(—x) = f(z). Desta forma, considere z € Dy,

entao
f=2) = | —a| = |z| = f(2).
Portanto, f(z) = |z| é uma funcao par. |

(x+1)

(c—1)

(15) Mostre que ®(z) = In ¢ uma fungao fmpar.

Demonstracgao. Com efeito, seja x € Dg entao

O(—x) = In (=

Portanto, ® é uma funcao impar. [ |
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(16) Mostre que, se f e g sao fungdes impares entdo h(z) = f(x).g(z) é par.

Demonstracao. De fato, considere x € Dye v € D, entao , como [ e g sao

fungoes impares, tem-se
Portanto,

Segue que h é uma funcao par. |
(17) Mostre que, se f e g sao fungoes impares entao T(z) = f(z) + g(x) é fmpar.

Demonstracao. Com efeito, considere # € Dye v € D, entao, como [ e g sao

funcoes impares, tem-se

fl=2)==f(z) e  g(=2)=—g(z).

Portanto,

T(=z) = f(=2) + g(=2) = = f(2) = g(x) = =[f(2) + g(2)] = =T(2).

Segue que T é uma funcao impar. [ |

(18) Mostre que para qualquer que seja a funcao f tem-se

1 1

H(z) = S[f@) + f(—2)]  épar e M(z)=[f(x) - [(~2)] ¢impar,

Demonstracao. Seja f uma funcao qualquer e x € Dyentao

1

H(—x) = 5[f(~2) + f(~(~2)] = 5[f(2) + f(~2)] = H(z).

Portanto, H é par. [

Por outro lado,

M(—z) =



Assim sendo, M é fmpar. |

(19) Se f e g sao fungoes periddicas de periodo T entao f+g é periédica de periodo

T.

Prova. De fato, como f e g sao fungoes periédicas de periodo T entao
fle+T)=fx) e gle+T)=g)
Assim sendo,
(f+9)@+T)=flz+T)+gle+T)= flx) +g(zx) = (f+9)(x).

Portanto, f + g ¢ periédica de periodo T'. |

(20) Seja f uma fungao periédica de periodo T entao mostre que 37 também é

periodo de f.

Prova. Com efeito, como fé uma funcao periddica de periodo T' entao
flx+T) = f(x).
Assim sendo,
fla4+3T)=f((x+2T)+T)=f(x+2T)=f((x+T)+T) = f(x+T) = f(x).

Desta forma entao, f ¢é periddica de periodo 37'. |

(21) Considere h(xz) = 2" entdo

W +3) = h(z —1) = 12—5h(x) |

Prova. De fato,
(z+3) (z—1) 203 _ oro-1 . 1 15
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(22) Sejam
Mostre que

Prova. Com efeito,
Alety) =
x ==
=5
Por outro lado,

A(z)Aly) + B(x)Bly) =

Portanto,

[a™™ + @~ "V)] = 1 [a"a’ +a "a™Y] .

[NSN I NG N I NGR

z—1
g(x)—x+4
y
x—1
8 =",
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(24) Esboce o grafico da fungao racional

2
yir
I _ 2
E S = - 1)
:1 X

f)=2+(x-1)°

(26) Esboce o grafico da func¢ao exponencial

s =e™

20



(27) Esboce o gréfico da fungdo exponencial

flz) =—-2".

y

foo=-2"
(28) Esboce o grafico da fungao logaritmica
f@) = ().
y
fx) =In(-x)
x 1

(29) Esboce o gréfico da fungao trigonométrica

f(z) = cos (:1: + g) :

y

fx) =cos <x + —g—)

o1



(30) Esboce o gréfico da fungao trigonométrica

ftx) = sen<x -

(31) Esboce o gréfico da fungao trigonométrica
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(32) Esboce o grafico da func¢ao trigonométrica

f(x) =1+senz.

y

AN

- 2 ° z 2
ftx) =1+ sen(x)
(33) Considere (fungoes hiperbdlicas)
senh (z) = c-° e cosh () = cre
2 2
Entao
a) Mostre que senh (z) é uma fungao fmpar;
b) Mostre que cosh (x) é uma fungao par.
Prova.
a) Com efeito,
- _ ,tx r _ ,—T
senh (—x) = ‘ 5 € _° 26 = —senh (z).
Portanto, senh (z) é uma fungao impar. |
b) De fato,
Cosh(—x)ze re _¢e*e = cosh (z) .
2 2
Assim sendo, cosh (z) é uma funcao par. |

(34) Mostre que se f(x) = cosh(x) entdo

fln(zx +vVa2—-1)] ==.
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Prova. Com efeito, como f(z) = cosh (z) segue que

(0 (z+Va7=1)) +67(1n(m+\/w271)):|

fln(z + Va2 =1)] =

2

Por outro lado, lembre-se que
hmhu=log u=y<=e'=u<=hu=he’ =ylhe=y.

Portanto,

[e(ln(a;+\/w2—1)) _'_e—(ln(x+\/:c2—1))i|

fne+VaP—1)] = -

[e(ln(:c+\/x2—1)) _'_e(ln(:c—&-\/a:Q—l)*l)]

2
(Ve 4 (e + Va2 -1)7!
n 2

1
_ (l’+\/l‘2—1)+m
2
(z+V2Z—1)241

Ty P4 2avVa? —14 (a2 —1)+1
2 2(x + Va2 —1)
2x(z + Va? —1)

= Seive-n 0™

(35) Determine a inversa da fungao

fx) = :

Solugao. Com efeito, seja y = f(x) entdo segue que

T+ a
r—a

’y:

Efetuando-se a troca de variaveis, obtém-se

yta
xTr =
y—a

— (y—a)x=yt+a<=yr—ar=y+a

= yr—y=ar+a<=ylr—1)=alxr+1)
a(x +1)

= y:m.

o4



Portanto,

~a(r+1)

() = wo1) desde que = # 1.

T+ 2

(36) Mostre que a fungao inversa de f(x) = 5 1
x —_—

¢ a prépria funcao f .

Prova. De fato, considerando y = f(z) e realizando a troca de varidvel, tem-se

2
:)3:2y+1 — z2y—-1)=y+2<=22y—xr=y+2
y_
— 2ay—y=c+2<—=yRr—1)=x+2
x4+ 2
e
Portanto,
1 T+ 2
pu— pu— .
@) = 22— )
(37) Encontre a funcao inversa de g(z) = va —z.

Solugao. Seja g(x) =y, a troca de varidvel permite escrever;
t=vVa—y=rt=a-y<=y=a—2>.

Portanto, o resultado é dado por

g Hz)=a—2*.

(38) Determine a inversa da fun¢ao h(zr) = :
241

Solugao. Com efeito, efetuando a troca de varidvel e levando-se em conta que h(z) =

Yy, tem-se
y?
x:y2+1 — (P + )= <=r)ittr=y <=1~y =2
2 _ 2~ 2 T
= Yr—l)=—nr<=y'=—— <y =
r—1 11—z
x
= y=/7 .
-
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Esta é uma das possiveis escolhas. Como desafio (exercicio) ao leitor deixa-se a ve-
rificacao, em todos os exercicios acima, do campo de existéncia das func¢oes ou as

consideracoes necessarias para a existéncia de cada uma dessas fungoes.

a+b
14+ ab

(39) Se ®(z) =1n —_i—f : ) = ®(a) + P(b).

entao prove que @ (

Prova. De fato,

a+b
P a+b _ 1n1_—r+ab
1+ ab atb 4

14-ab
. % I 1+ab—a—0>
(a+b)+(1+ab) a+b+1+ab
(1+abd)
(I1—a)(1—0) {(1—@) (1—b)}
(a+1)(b+1) (a+1)(b+1)
(1—a) (1-10)
= 1 1 = d(b |
R SRR ) R
(40) Encontre a fungao inversa de
x
H(x) =
() = ==

Solugao. Com efeito, utilizando-se H(x) =y e a troca de varidvel, tem-se

= & VP sy ) =
Y
g2
= Y-yt =0t = =
T 1
= = v =y = v
1— 22 1 — a2

Portanto, um inversa para a fungao H(z) é dada por

72
1—a22°

H ' (z) =

Observe que a existéncia da funcao H™! e a escolha da raiz quadrada positiva é
apenas uma opc¢ao. O leitor deve analisar outras possibilidades, bem como o campo de

existéncia desta funcao.
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1.9 Exercicios Propostos

(1) Um retangulo cuja base tem comprimento x estd inscrito em um circulo de raio

2. Expresse a area deste retangulo em funcao de =x.

(2) Determine o dominio da fungao definida por:

vo—1 2
Jw) = :Ux?’ * \/x$+4

(3) Considere a funcgao:

f : R-SR
f(x) =2x+5+ |z —5|

Determine se a funcao é inversivel. Caso afirmativo, escreve a expressao que representa
a sua inversa.

(Sugestao: reescreva a fun¢do como uma fungao definida por mais de uma sentenga.
Faca a andlise e o grafico de cada uma destas sentencas, e determine a inversa de cada

uma delas).

(4) Verifique se a fungao
o
S 2w +4

()

é bijetora. Em caso afirmativo, determine a sua inversa.

(5) Dadas as fungoes

flz) =2x+3 e g(z) =V,
calcule, se possivel:
a) (fog);
b) (fof);

(6) Dadas as fungoes



1 se <0
g(x) = 2 se 0<zx <1

1 se z>1

determine (fog).

(7) Esboce os gréficos da fungdes abaixo, depois, determine o dominio e a imagem de

cada uma delas.

a)

(

vV=3—x se z < -3

—xr+4 se —3<zx< -1

f(z) =
|22 — 3| se |x|] <1
\ez se x> 1

b)

24+senr se x <0
2
- se O<z<3d
2

f(x) =

4—(x—=5)?% se 3<a<T

logez se xz>7

\

c) f(z)=|z*>—=3z|+z+1

d) f(z) =3z —6|+|— 2z + 1]
e) f(z)=|1+ 2cosz|

£) () =2+ tg (e — %)

g) f(z) = -2+ cosecx
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h) f(z) = arc sen2z

8) Represente graficamente, dé o dominio e a Imagem de cada uma das fungoes abaixo.

1 x—1
— 2 _ — — =
Q) [ =2 -4 B)f@)=r S =ry
1 T+2
D f@) =2 @0 =g D o=t
r se x <1
g) flw)=9q 2% se 1 <2<3
Vr ose x> 3
(9) Encontre o dominio e a imagem da fungao inversa de
T+ 2
(10) Sejam
1 _ 1
@(x):§(a$+a ) e \Il(m)ZE(a“—a )
Mostre que
Oz +y) = (x).9(y) + V(x).¥(y) .
(11) Construa os graficos das seguintes fungoes
a) f(x):cos(x—i—g) b) f(x):tgg c) f(z) =1+ 2senx .

(12) Esboce o gréfico das seguintes fungoes

a) f(x)=5" b) f(z)=e" c) flx)=Tn(z+1).

(13) Usando fungoes, encontre a solugao de cada uma das inequagoes abaixo.
1 3 -3

> b) 2

a) r+1 = -2 ) -

> 1 c) 2t > 2*.
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(14) Determine a inversa das seguintes fungoes (bijetoras)

a) f(z) = 21° b) f(x) = vz 3 ¢) f(a) =+ .

r—a i

(15) Assinale com V (Verdadeira) ou F (Falsa).
) f(z) =|z| é uma funcao par;
o grafico de g(z) = 2x — /2 é uma reta crescente ;
Se f(z) =+/1—z entdo o domfnio de f é dado por Dy ={z € R; = > 1} ;
se f ¢ inversivel entdo existe f~' e (fof ™) (z)=ux;
se f:R — R com f(r)=a? entao f ¢é bijetora ;

Toda funcao constante é injetora ;
Toda funcao injetora e sobrejetora é par ;

se f(x) = 2® + x entdo necessariamente Dy =R — {0} ;
f

)

)

)

)

)

) Toda funcao bijetora admite inversa ;
)

)

) se h(z) =14 +/z entao Dj =R — {0} ;
)

o grafico da funcao g(z) = e” é crescente desde que D, =R, .
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Capitulo 2
Limites

Considere a funcao

r+3 se z>-—1

—x+1 se x<-—1

fl)=x+3

f69 = +1

Observando-se o gréafico desta fungao é facil concluir que a medida que x assume valores
maiores do que —1 isto é, x > —1, ou seja, por valores a direita de —1 a fungao
que é dada por f(x) = x + 3 tende a assumir o valor 2. Por outro lado, a medida
que x assume valores menores do que —1, isto é, x < —1 , ou seja, por valores a
esquerda —1 a fungao que é dada por f(z) = —x+1 tende a assumir o valor 2. Neste
sentido, dizemos que o limite da funcao f quando z tende a —1 é o valor 2. O
leitor deve observar que a idéia intuita de limite de uma funcao independe dela estar
ou nao definida no ponto, no caso acima, temos uma funcao que nao esta definida em

xr = —1, porém, o limite desta fungao em z = —1 existe e tem valor 2.
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Seja a funcao

1+ se >0

1 se <0

fx)=x+1

fix)=1 1

O gréfico da funcao f nos permite concluir que a medida que x assume valores a
direita de zero z > 0 a funcdo f(x) = 1+ 2 tende a assumir o valor 1. Por outro
lado, a medida que x assume valores a esquerda de zero = < 0 a funcao f(z) =1
tende a assumir o valor 1. Portanto, neste caso, o limite da funcao f quando x tende
a zero ¢ igual a 1.

1
Considere a funcao f(z) = —
x

o9 =4
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O gréfico acima permite concluir que a medida que x se aproxima de zero a funcao

tende ao infinito. Observe que

1 1

S T (5
o)
71 —
= g0 o>—

1
_ L) 1000
= 000 7 \ To0o

1 1
_ — 10.000
T = o0 7! (10.000)

Portanto, a medida que x assume valores infinitamente pequenos, a fungao f(z) =

SHE

assume valores infinitamente grandes. Assim sendo, quando x tende a zero a fungao

f tende ao infinito.

2.1 Definicao

Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto I, contendo p, no qual f nao

precisa estar definida. Diz-se que o limite de f quando z aproxima-se de p é L

para todo € >0, existe um ¢§ tal que
|f(z) —L| < e sempreque 0 < |x—p| <.
Isto é,

lim f(x) =

T—p

Exemplos

(1) Prove, usando a definigao de limite que, lirq (Tx —4) =3 .
r—
Prova. Com efeito, para todo € > 0, deve existir 4 > 0 tal que

|(7Tx —4) — 3| < e sempre que 0 < |[x — 1| <4.

A desigualdade envolvendo € proporciona uma chave para a escolha do .

|(Te —4) =3|<e=|(Tz—T)|<e=|Tz-1)|<e=Tzr—-1<e=|r—1| < ‘
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A ultima desigualdade permite a escolha do ¢, isto é, fazendo
J= ;, vem que |(7z — 4) — 3| < e sempre que 0 < |z — 1] < 4.
Portanto,
glcl—>Hi (Tx —4)=3. |

(2) Prove, usando a defini¢ao de limite que, ilgzl)) =9
Prova. Deve-se mostrar que dado € > 0, existe 0 > 0 tal que,

2% — 9| < e sempre que 0 < |z — 3| < 6.
Desta forma entao

22 -9 <e=|(z—3)(x+3)| <e=|(z -3z +3]| <e

Precisa-se agora substituir |(z — 3)| por um valor constante . Entao, deve-se, neste

caso, supor que 0 < ¢ < 1. Daif da desigualdade 0 < |x — 3| < J, segue que
lr—3|<l=-1l<zr-3<1=2<zx<4=5<zx+3<T.

Portanto, |z 43| < 7.

Agora, escolhe-se 6 = min{l,£} para que se tenha [z — 3| < J, desta forma, entao
22— 9] = |(z — 3)||(z + 3)| < 6.7 < ;.7 —.
Portanto,

limz?>=9 . |

r—3

2.2 Limites Laterais

Defini¢ao. Seja f uma funcdo definida em um intervalo aberto (p,c). Diz-se que
L € R é o limite a direita da funcao f quando z tende para p se para todo € > 0,

existe um 0 > 0 tal que
|f(x) —L| <e sempreque p<x<p+9.
Isto é,

lim f(z)=1L.

z—pt
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Analogamente, seja f uma func¢do definida em um intervalo aberto (¢, p). Diz-se que
L € R é o limite a esquerda da funcao f quando z tende para p se para todo € > 0,

existe um 0 > 0 tal que

|f(x) — L| <e sempreque p—d<z<p.

Ou seja,
lim f(z)=1L.
T—=p_
Exemplos.
(1) Considere a funcao
_ ||
flay ="
Determine, se existe, os limites lim f(z) =L e lim f(z)=L
z—0+t z—0~
Solugao. Observe que se = > 0, |z| = x, entdo f(z) = T~ 1. Por outro lado, se
x
r <0, x| =—x,entdo f(z)= o logo,
x
lse >0
fay =12 =
X —lse <0
Portanto,
lim m:1 e lim m:—1.
z—=0t X z—=0" T

2.3 Propriedades e Operacoes com Limites
Sejam c € R, f, e g duas funcoes tais que,

lim f(z) =L e lim g(z) = M .

T—p T—p

1) Unicidade
lim f(z) =Lelimf(z)=H = L=H,;
T—p T—p

2) Soma de limites

lim [f(x) = g(x)] = lim f(x) + lim g(x) = L+ M:

3) Produto de Escalar por Fungao

limc.f(z) = c.lim f(z) = c.L;
T—p T—p
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4) Produto de fungoes
lim f(2).g(z) = lim f(2).lim g(z) = L.M;

5) Quociente de fungoes

f(z) lim f(x) I

T—p

li = =— M :
Mol mgw a7
T—p
6) Raiz
. n - . . _ n >
glulggl) U f(x) \/glﬁllgf(a:) VL, L>0sen par.

7) Exponencial

lim f(xz
lim e/® = ex—“’f( ) —el,
T—p

8) Logaritmo
lim In f(z) =1In lim f(z) =1n L.
T—p T—p

9) Teorema do Confronto
Se f(x) < h(z) < g(x) para todo = em um intervalo aberto contendo p, exceto

possivelmente em p, e

se lim f(z) = L =limg(x), entdo limh(z)=1L.

T—p T—p T—p

10) Condicao para existéncia do Limite
Se f ¢ definida em um intervalo aberto contendo p, exceto possivelmente em p, entao

lim f(x) = L se, e somente se lim f(z)= lim f(z)=1L.
T—p T—p~ z—pt

2.4 Indeterminacoes
Na teoria dos limites chama-se indeterminacgoes as expressoes do tipo:

0
0 ., oo—o00, 000, 0° 1° e od.

8183

Y

Ao defrontar-se com qualquer uma destas indeterminacoes, o leitor deve utilizar uma
outra estratégia para a solugao do limite. Em linhas gerais procura-se reescrever a
sentencga ou expressao de forma equivalente e em seguida repetir o processo. O leitor
tera oportunidade de lidar com varios exemplos, na secao de exercicios resolvidos, sobre

este assunto.
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2.5 Limites no Infinito

A idéia agora é analisar o comportamento de uma funcao f quando x assume valores

positivos arbitrariamente grandes ou negativos arbitrariamente grandes em maédulo.

Exemplo. Para contribuir com esta idéia, considere inicialmente a fungao

f: [0 »R
1

flz) =1+-—.
x
Observa-se que a medida que atribui-se valores para x € [1, 00[ a fungao vai assumindo
valores proximos de 1, isto é, os termos integrantes da fungao i tornam-se muito
pequenos a medida que x assume valores grandes. E fici observar que a funcao tende
a 1 a medida que x cresce. Simbolicamente, diz-se que r — oo para o seguinte
significado: a varidvel x nao se aproxima de valor algum, pelo contrario, aumenta

ilimitadamente.

Definigao. Seja X um conjunto nao limitado superiormente e f: X — R . Diz-se
que o limite de f quando z cresce ilimitadamente é L, se para todo ¢ > 0 existe
M >0 talquese z€ X e x>M ,entdo |[f(x)—L|<e.

Denota-se lim f(z) = L.

T—00

Resultado. Para todo numero natural positivo n , tem-se:

2.6 Limites Infinitos

A idéia agora consiste em analisar o que ocorre com a fungao (ou o comportamento da

funcao) quando = tende para certos valores reais. Considere a fungao

1
f(x):m-

O leitor pode observar que a medida que atribui-se valores para x proximos de 2 a
funcao vai assumindo valores arbitrariamente grandes. Ou seja, para x = 2,5 o valor de
f(2,5) =4 para x =2,01 ovalorde f(2,01)=10.000 e para o valor de = = 2,001
o valor de f cresce absurdamente, isto é, chega ao valor f(2,001) = 1.000.000. Logo,
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é possivel afirmar que a medida que x tende ao nimero 2 a funcao f tende para

infinito.

Observe que infinito nao é niimero, mas um simbolo que nesta definicao significa que

dado qualquer niimero positivo, por maior que seja, existem valores de f ainda maiores.

Definigao. Seja f uma fungao definida num intervalo aberto I que contém o ponto

b , exceto eventualmente em b . Diz-se que o limite de f quando x tende a b é

+0o se para todo M > 0 existe 6 > 0 tal que f(z) > M, sempre que, z € [ e

O0<|z—bl<9d.

Denota-se lim f(z) = 400.
b

Resultado. Se n é um numero natural, entao

1
lim — =+
z—0+ "
. 1 +00 se n € par
lim — =
z—0— "

—00 se n éimpar.

Resultado. Sejam f, g, h, m fungoes tais que:

lim f(z) = 400, lim g(x) = +o0, lim h(z) = —0

r—a T—a T—a

onde ¢ é uma constante nao nula. Tem-se entao
(@) lim /() + g(z) = +oc.
(b) lim f(z).g(z) = +o0.

r—a

(d) }:13% f(z) +m(z) = 4o00.

(e) ili% h(z) +m(z) = —oc0.
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f(x): +o00 se ¢>0

(f) lim

z—a m({jj)

-0 se c¢<0.

(g) lim f(x)m(z) = +oo se ¢>0

rra —00 se c¢<0.

2.7 Limites Fundamentais

A demonstracao dos limites abaixo sera feita na secao sobre aplicacao da derivada.
Aqui apenas enuncia-se os resultados que serao tuteis na solucao de alguns exercicios

propostos. Sao os seguintes os famosos limites fundamentais:

T 1
lim MELLC 1 lim a4 =Ina a>0
z—0 I x—0 X
. 1\* .
lim (1+—> = e lim Vz =1
r—+oo €x T—>+00

2.8 Limites: Exercicios Resolvidos

246 5
(1) Calcule o limite zliﬁrg %

~ . ) . L .0
Solucao. Com efeito, tem-se aqui uma indeterminacao do tipo 0 Para levantar esta
indeterminacao (calcular este limite) deve-se fatorar o numerador e o denominador
utilizando-se as raizes destes polinomios. Em seguida, realizando-se algumas mani-

pulacoes algébricas, o resultado é dado por

V25 +3t—-5
(2) Dar o valor, caso exista, do Pm +—

—0 t

~ . o, . 0 :
Solugao. A indeterminacao é do tipo 0 Neste caso, para levantar esta indeter-
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minacgao deve-se utilizar o artificio do conjugado. O resultado é dado por

o V2535 o (VOSB3 5)(V25F3E45) 2543t —25
m-———-- = 1m =

= 11m
150 t 10 t(v/25 + 3t + 5) =0 ¢(1/25 + 3t + 5)
3 3

m——> =2
0251 3t+5 10

Vi — 1
(3) Calcule o lim Ve :
z—1 \/E —1

~ . o, . 0 , . .
Solucao. Novamente, a indeterminacao é do tipo 0 Neste caso, a estratégia mais

indicada ¢ a utilizacao de uma substituicao de variavel. Ou seja,
t=/r entdo t°®=2z; ao mesmo tempo = — 1 entdo t—1.

Por outro lado, (> —1) e (t* — 1) sao polinoémios divisiveis por (¢t — 1); pois t = 1
é raiz. Portanto,

N (t—1)(t+1) . t+1 2
lim = lim =lim———=—.
=13 —1 sl (t—1)(2+t+1) 1824t 4+1 3

Va2 - b —
(4) Determine o lir% veror—a , a>0.
T x

~ : . L , .0 . .
Solucao. Com efeito, para levantar a indeterminacao que é do tipo 0’ utiliza-se mais

uma vez o artificio do conjugado. O resultado é dado por

Y Va?+br—a (Va?+bx+a) I a® + bxr — a? ! bx
1m . = 1m =

im
20 x (Va2 + bx + a) =0 x(va? +bxr+a) 220 x(va®+bxr+a)
b b

im =—.
=0 (Va2 +br +a) 2a

Va2 — 29z +1
(-1

(5) Calcule o lim

z—1

~ , . . L . 0 . .
Solugao. A estratégia para levantar a indeterminagao do tipo 0’ consiste em utilizar-
se o método de substituicao de varidveis, ou seja,
Yr=t entdo z=1t>; ao mesmo tempo z —1 entaot — 1.
Como consequéncia;
Yr=t entdo (Vz)*=Va2=1=>.
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Portanto,

VA -2y +1 P2t +1 (t—1)2
lim = lim——— =1lim
21 (x —1)2 t—1 (13 —1)2 t=1 (t—1)2(t2+ ¢+ 1)2
. 1 1
= lim——— = —.
=1 (2 +t+1)2 9

2 5
(6) Encontre o lim o
400 x + 8

~ . . . ~ . 0 .
Solugao. Tem-se aqui uma indeterminacao do tipo — . Para levantar esta indeter-
00
minagao a técnica é dividir simultaneamente o numerador e denominador pelo termo de
maior grau do polinémio. Assim sendo, levando-se em conta que x # 0. Dividindo-se
o numerador e denominador por x. O resultado segue
lim 2+ i >
5 im im —
2$+5_ . 2+5_wﬁ+oo z—+o00 I

lim = lim S
z—+oo T+ 8 a:—>+ool—|—;

8
lim 14+ lim —

T—+00 T—+o00 I

Portanto,

. r+1
(7) Calcule o :Eginoo Nk

~ . . ~ . oo ;o P SIS ~
Solugao. A indeterminagao é do tipo — . A técnica é efetuar a divisao simultanea
00
do numerador e denominador utilizando-se o termo de maior grau. Observa-se que
r — +oo entao Vi?=ux.

Portanto, o resultado é dado por

r+1 1
14—
1 12 1
lim L: lim L lim L — +0 =
z—+o0o y/x2 — 3 z—+00 /2 — 3 T—400 \/1 3 \/]_ —0
‘/ﬁL'Q

T2

. . x+1
(8) Determine o valor do lim ———.
z——00 y/1x2 — 3
- . . ~ . S , )
Solucgao. Levando-se em conta que a indeterminacao é do tipo— . A técnica é
00
similiar ao exercicio anterior. Ou seja, neste caso, x* — —oo entao Va2 = —z.
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Portanto,

z+1 1
i x+1 i | _1_5
im im im
r—— 001/55 — r——00 \/17 — r——00 1 3
Assim sendo,
. r+1 —-1-0 —1
hm =

(9) Encontre o valor de lim 42" + 22% — 1.

r—r-+00

Solucao. A solucao é simples, o resultado é obtido da seguinte forma;

2 1
lim 4z +222—1= lim x(4+———)— +00.(4+0—0) = +c0.

z—+00 T—+00 7

(10) Determine o valor do h
—3+ |z — 3|
Solugao. Com efeito, se = — 3" entdao = >3 e portanto, |r—3|=x— 3.

Como, z —3 — 0 por valores maiores do que 3, isto é, (x — 3 > 0). segue que

1
li = li = )

xT

(11) Determine o valor do  lim —.
r—+o00 I

* tende a infinito primeiro (ou mais

Solugao. E fécil observar que, a funcao e
rapidamente) do que a fungao z.
Portanto,

lim — = +4o00.
r——+oo I
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(12) Calcule o valor do  lim 2 —3%.

T—r+00

Solugao. E interessante observar, neste caso que

2 xX
lim 2* -3 = lim 3° [(—) —1} )
r——+00 r——+00 3
Como a fungao 3% quando z — 400 tende a infinito primeiro (ou mais rapidamente)

do que a funcao 2% segue que

Por outro lado,
Desta forma, tem-se

Observagao. Deixa-se como atividade ao leitor a construcao dos graficos das funcoes
apresentadas nos exemplos (11) e (12), pois, a observagao das curvas no grafico de-
verao permitir uma visao clara sobre o comportamento destas fungoes quando =z for

suficientemente grande.

(13) Utilize a defini¢ao de limite para provar que:
(a) lim(2z —1)=3.
z—2

Prova. Com efeito, dado € > 0 deve-se encontrar um ¢ > 0 tal que
|(2x — 1) — 3| <€ sempre que |z —2|<9.

De fato,

€

(22 —1)=3|=|2r—1-3| = 2@ —2)| =2 — 2| <e =[x —2| <

Escolhendo-se ¢ = % segue que, a fungdo (2x — 1) tende a 3 a medida que x se
aproxima de 2.
Portanto,

lim(2z — 1) =3.

T—2
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(b) lim (52 — 3) = 2.

Prova. Dado € > 0 deve-se encontrar um ¢ > 0 tal que
|(bz —3) —2| <€ sempre que |z—1|<56.
De fato,

|(5x—3)—2|:|5:v—3—2|:|5(:v—1)|:5|$—1|<e:|x—1|<§.

Escolhendo-se § = g segue que, a fungao (5x — 3) tende a 2 a medida que x se
aproxima de 1.
Portanto,

lim(bz —3) =2.

z—1

(¢) lim(4z —1) =11,
Prova. Dado € > 0 deve-se encontrar um ¢ > 0 tal que
|(4z — 1) — 11| < e sempre que |z —3|<4.
De fato,
(dz—1)— 11| = [do — 1 — 11| = |4z — 12| = 4]z — 3| < e = |z — 3| < i

Escolhendo-se ¢ = i segue que, a fungdo (4o — 1) tende a 11 a medida que z se
aproxima de 3.
Portanto,

lim(4x — 1) =11.

z—3

(14) Considere a fungao

=4 se x<?2

fz) =

4—x° se x>2.

Calcule:

(a) lim f(z);

r—2—
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(b) lim f(z);

() lnm f(z)
(d) Esboce o grafico da funcao f .

Solucao.
(a) O resultado do 11%1 (x) ¢é obtido levando-se em conta a defini¢ao da fungao f
r—2—

ou seja, neste caso tem-se,
para x — 2~ omesmo que =z <2 portanto, f(z)=2>—4.

Assim sendo,

lim f(r) =lima® —-4=0.

r—2— r—2

(b) Neste caso, o resultado do 1i1r£1Jr f(z) é obtido levando-se em conta a defini¢ao da
T—

funcao f ou seja, neste caso tem-se,
para x — 2t omesmo que =z >2 portanto, f(z)=4—27.

Assim sendo,

. BT - 2:
g Sl == =0.

(c) Conclui-se de (a) e (b) que
lim f(x) =2.

r—2

(d) Deixa-se ao leitor a tarefa de construir o gréfico da fun¢ao f. A andlise do mesmo

devera permitir que o leitor veja intuitivamente os resultados (a),(b) e (c).

(15) Seja
r+1 se xz>1
20 se x<1.
Entao calcule o limite

G0

Tz—1+ r—1

Solugao. Com efeito, obter o limite da funcao f quando z — 17 é o mesmo que

considerar x > 1 o que significa que a fungao a ser utilizada é f(x) =z + 1. Como
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neste caso, f(1) =2 segue que

— f(1 1)—2 -1
g @) =) @th-2 L -1
z—1+ rz—1 e A | =1y —1
: . . - f(@) = f(1) : .
Deixa-se como exercicio ao leitor, que encontre lim ] , depois, que verifi-
z—1— xr —
— f(1
que se lim M existe.
x—1 xr —

(16) Considere a fungao

Entao determine o valor de

—g(2
gl) —g()
r—2— €r — 2
22
Solugao. Observa-se que quando = — 2~ a fungao a ser considerada serd g(z) = TR
pois « < 2. Neste caso, g(2) =2 e portanto,
2 2
—g(2 -2 z -4 —2)? —2
i W =92 B T, @220 e =2
r—2— xr — 2 r—2 r — 2 r—2 L — 2 xr—2 2(1‘ — 2) r—2 2
: .|z —1]
(17) Determine o valor do lim ——.
x—1— 1 — 1
Solugao. A funcao
r—1 se xz>1
flx) =]z —1]=
—r+1 se xz<1.
Deseja-se encontrar o limite quando = — 17.  Entao, neste caso, é equivalente a
escolher a fun¢do quando = < 1, ou seja, f(z) = —z+1.
Assim sendo,
—1 —r 1 (-1
T i B ek T C il SO
:1:%171'—1 rz—1 1’—1 rx—1 x—l

1
(18) Calcule o valor do lim ¢/ vl
z—16 T

Solugao. Com efeito,

. \/x +1 {1/16 +1 /17
lim = =1\/—==
2—16 X 16
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2—-3zx+4
(19) Determine o valor do glcliréll v/ ;thl .

Solucao. Neste caso, tem-se

o o B3r b4 VE-3444 fI6-1244 .5 2
im = = = — ==
amd \ 222 —x — 1 2.(4)2—4-1 32-4-1 27 3

V2 + 5r — 3a3

2 -1

(20) Calcule lim
z—3

Solugao. De fato,

li

z—3 2 —1 32-1 9-1 8
z? -5
(21) Determine o valor de 3161_% 2 1 G

Solugao. A solugao é dada por

. a? =5 22 -5 4-5 1
lim = = -
e=2234+6  2.(2)2+6 1646 22

(22) Calcule lirq Va2 —5x+4.
z—

Solucao. O resultado é dado por

lin%\‘q/x2—5x+4:\3/12—5.1+4:\3/1—5+4:O.
T—

24+5r46
(23) Determine o valor de lim T Aorto .
r—-3 12 — 1 — 12

V24 5r =308 V/2453-3.(3)3 V2+15-81 J/—64

4

1
8 2

~ : . 0
Solugao. Ao efetuar os cédlculos observa-se uma indeterminacao, isto é, o Para

levantar esta indeterminacao realiza-se a decomposi¢ao dos polindmios utilizando-se as

suas raizes, o resultado é dado por

2
lim & +524+6 _ lim (x4 3)(z +2)

e=-322—2x—12 =3 +3)(r—4) =3 —-4) T
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vr+1-1

(24) Calcule lim
z—0 X

Solucao. Da mesma forma como no caso anterior, o calculo do limite resulta numa
. o .0 : o . .
indeterminacao do tipo —. Para levantar esta indeterminacao o melhor método é a

substituicao de varidvel e depois a divisao de polinomios. Com efeito, seja
r4+1=1t" entdo Vr+1l=VB=t e z=1"—1.

Por outro lado, = — 0 entao ¢t — 1. Portanto,

. Vr+1-1 V-1 t—1 (t—1)
lim —— = lim = lim —— = lim
z—0 T t—>1 3 —1 =13 — 1 t—1 (t — 1)<t2 4+t 4+ 1)

1 1

lim ——— = -
=12 4+t+1 3

24+ 5r—14
(25) Determine o valor de lim ror— 12 :
T2 xr— 2

Solucao. Efetuando-se o célculo do limite observar-se uma indeterminac¢ao do mesmo

tipo anterior. Utilizando-se a decomposicao de polinomios, segue que,

2 — 14 -2 7
lim%:hm (= 2)(x + ):lim(ac—|—7)=9,
z—2 x— 2 z—2 (x — 2) z—2

1 r—5

(26) Obtenha o valor do i;rr%(x TR v

).

Solucao. A indeterminacao é do tipo oo — oo. Para encontrar a solucao deste

problema realiza-se as seguintes manipulacoes algébricas;

A (xil J“x?i;;—:a) = o ((xil) e —($1)_(x5)+3)>

. (z+3)+(x—=5) .. 2r — 2
= lim = lim
a=1 (x—1)(x + 3) =1 (x — 1)(z + 3)
) 2(x —1) . 2 2 1
= lim = lim = - = _

a1 (z—1)(x+3) =2-1(x+3) 4 2
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x2 — 16

(27) Calcule 1_}4m .

Solucao. Com efeito,

Vi 1-3
(28) Determine o valor do lim yet+l-o :

z—8 r—8

Solugao.  Para encontrar a solucao utiliza-se uma mudanca de variavel, depois a
- A . . . L .0
decomposigao de polindmios, pois esta ¢ mais uma indeterminacao do tipo 0

Com efeito, seja

r+1=t> entdio t*— 1=z ecomo z —8 entao t— 3.

Portanto,
. Vvr+1-3 . t—3 . (t—3) . 1 1
lim —— = lim =lim—m>—2— =1lim = —.
x—8 Tz —8 =312 -9 t—3 (t — 3) (t + 3) t—3 (t + 3) 6

2—+vx—3
textbf(29) Calcule o valor do lim —————.
a—7 12 — 49
~ . o, . 0 . o
Solugao. Como a indeterminacao é do tipo 0 Para levantar esta inderminacao
considere o método da multiplicacao pelo conjugado do numerador; o resultado pode

ser escrito como

2 -+ —3 2=V =3)2+Vr—3)

e T - BTN 1)
_ lim 4—(x—3)
=T (24 vz = 3)(x —T)(z+7)
B —(x=T)
B }:—>7(2+\/:BT)(:E— )(x+7)

1
= lim

H7<2+\/F)(x+7) T 56
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vV 2 -2
(30) Determine o valor de lim L\/_ :

x—0 x

~ : L , R LN .
Solugao. Para levantar esta indeterminagao (que é do tipo 6) utiliza-se o método

do conjugado. O resultado é dado por

IR GEE EXC RS RS VR £
z—0 z—0 (\/F_{_\/_)
_ (x+2)—2  lim x
=0 (Vo +2+V2)z w0 (Vo +2+V2)x
1 1 V2

M rrerve e 4

flx+h) - fx)

(31) Calcule o lim quando a fungao f for dada por:

h—0 h
() f(z) = 2*;
(b) f(z) = Vu;
(c) fla)=1.
Solugao.
(a) f(z) =
lim flz+h)— f(x) — lim (x + h)? — 22
h—0 h h—0 h
_ 2?2 + 2hx + h? — 22
- h
= lim hih + 2z) = lim(h 4 2z) = 2x.
h—0 h h—0
(b) f(z) = Va
lim flx+h)— f(x) — m \/x—i—
h—0 h h—0
— lim Vo t+h— Vo) (Vo t+ht Vi) (conjugado)
h=0 h(Vz+h+ /)
= lim zth-2 = lim d
O h(VE Tkt vE) b h(va TRt vE)

1 1
li = .
0 (VI T htva)  2VE
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(c) flx) =4

— 4 —4
g JEER —f@) A=
h—0 h h—0 h
23 4+ 4x% + 4z

2 lcule li .
(32) Calcule lim_ T —3)

Solucao. Com efeito, decompondo-se o numerador, tem-se

x3 + 4x? + 4x — lim z(2? + 4z + 4) — lim v(z+2)(z+2) _ fim z(x +2)

AL G -3 S @@ —3) e @t D@ —3) e (@-3)

222 —3x — 5
(33) Encontre o valor de lim i

Solucao. De fato, utilizando-se a decomposi¢ao do polinomio do numerador, tem-

se
27% — 37 — 21% — 31 — 1)(27 —
lim 25 3075y 2 805 gy @A D@T ) gy =T
=3 2 -5 >3 20 —5 =2 (2xr —5) 23 2
2 —1

(34) Determine o valor de

Solucao. Com efeito,

_ r?—1 . (r—=1D)(x+1)
lim ———— = lim
eo—122 +3x+2 ao-1(x+1)(z+2) 2--1(x+2)

2 —4
(35) Calcule o valor de lim :
x—2 r — 2

Solucao. Decompondo-se o polinomio do numerador, tem-se

=4 . (z+2)(z—2) .

2+ h)*—16
(36) Encontre o valor de }llirr(l) @+h7-16 :
—

~ , o . o . 0
Solugao. Efetuando-se o célculo do limite tem-se uma indeterminacao do tipo 0
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Para levantar a indeterminacao, isto é, obter a solucao efetua-se algumas manipulacoes

algébricas. O resultado segue entao, da seguinte forma:

(2+h)*—16 i (h+2)*(h+2)* — 16

flg% h - hlg% h
. (h2+4h+4)2—16
= lim
h—0 h
. hY4+2(4h + 4)h% + (4h + 4)* — 16
= lim
h—0 h
. h*+8h3 + 8h% + 16h% + 32h + 16 — 16
= lim
h—0 h
. h(h® + 8h? + 24h + 32)
= lim
h—0 h

= lim (h* + 8h* + 24h + 32) = 32.
h—0

V25 +3t -5
—

(37) Determine o valor de lim
t—0

Solucao. Utilizando-se a técnica do conjugado do numerador, tem-se

V25 + 3t -5 1o (V25431 5)(v25 31 +5)

hm _— = 1m
t—0 t t—0 t(\/25 + 3t + 5)
. 254 3t — 25 . 3t
= hm — hm
30 1(v/25 1 36 +5) 0 {(v/25 1 3L + 5)
3 3

= lim =
t—0

(V25 +3t+5) 10

(38) Encontre o valor de lim
t—0

V1+0t—1
; .

~ . o . L .0 .
Solucgao. O calculo do limite resulta numa indeterminacao do tipo 0’ mas, utilizando-

se a técnica do conjugado, segue que

VIfbt—1 oy VIH 0= DT +1)

lim ——— =
-0 t =0 t(V1I+bt+1)
1+0t—1 , b b

lim =lim——— .
t=0¢(\/14+0bt+1) =0 (y/1+bt+1) 2
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. . V1t -1
(39) Determine o valor de lim ——— .
z—0 —
Solucao. Utilizando-se a técnica do conjugado, haja vista que a indeterminagao é
idéntica ao caso anterior, segue que.

VIitz—1 (Vite-1)(Vita+1)

lim ——— = lim
z—0 — z—0 _x(w /14+ 2+ ]_)
I 1+2z—-1 . T
g 1m = 11m
e=0 —zp(v/14+z+1) 20 —z(/1+z+1)
—1 1

=0 (V14 z 4+ 1) 20

3 __ 3
(40) Calculo o valor de lim \/g—\/E’

y—a Y —a

a#0.

~ . . . L .0
Solucao. O calculo do limite resulta numa indeterminagao do tipo 0 Com o ob-
jetivo de levantar esta indeterminagao o melhor método é a substituicao de variavel e

depois a divisao de polinomios. Com efeito, seja
Jy=t entdio =y e Ja=b entio a="b".

Por outro lado, y — a entao t — b. Portanto,

. VY —a I el Y t—>b
vha y—a  ieb 08 i (t—b)(2 + bt + b2

1 1 1

lim = — = .
i (21 bt +02) 302 33a2

3

) r—1
(41) Calcule o valor de lim Ve .

r—1 \4/5 — 1

~ . . o : 0 L

Solucao. Mais uma vez tem-se uma indeterminacao do tipo 0 Com o objetivo
de levantar esta indeterminagao o melhor método é a substituicao de variavel, entre-
tanto, neste caso, deve-se escolher uma substituicao que satisfaga simultaneamente
as raizes do numerador e do denominador. Assim sendo, deve-se optar pelo minimo
multiplo comum dos indices destas raizes, em seguida a solucao é obtida mediante a

divisao de polindmios. Com efeito, seja
Wr =t entdo t'?=2x portanto, Y=t e Jr=t.
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Por outro lado, = — 1 entao t — 1. Segue entao que,

lim(SI—l) _ limt4—1:(t—1)(t+1)(t2+l)
=1 \ Wz — 1 t—1 ¢35 — 1 (t—1)(t2+t+1)
1 (t+1)(t2+1)
=1 (2 +t+1)

_4
-3

3
(42) Encontre o valor de lim Su o] :
z—o0 Tx — b|z|

Solugao. Como z — oo entdo x > 0. Desta forma, por defini¢do, tem-se |z| = x.

Portanto,
. 3z + |z . 3zx+ux . Az
lim —— = = lim —

— = =2.
z—oo Tx — bl|x|  2—oo To — b b 27

3
(43) Determine o valor de lim Svtlal :
z——o0 Tx — bz

Solugao. Como x — —oo entao x < 0. Desta forma, por definicao, tem-se

|z| = —x. Portanto,

. 3z + |z . 3rz—=x . 2z
lim ———— = = =

1
= = 1m = —=.
o——o0 Tx — blz| as—oTr+br 2o-<12z 6

) 202 -7
(44) Calcule o valor de lim ————
tw—oco0 t4+3
Solugao. Como t — —oo entdo t < 0 o que significa que |t| = —t. Portanto, a

solugao é equivalente a efetuar a divisao do numerador e do denominador por —t,

segue que
2t2 -7
. 212 — 7 ) I
lm —— = lim 3
t——oo 4+ 3 t——o00 —it
227
. [t]?
= lim 3
t—w—o00 —] — 2
t
7
2 Tae
= lim T = —\/5.
t——o0o0 —] — 7
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(45) Determine o valor de lim —Y

3
N

Solugdo. Observe que y — oo entdo y > 0. Portanto, segue que |y| = y. As-
sim sendo, a solucao desejada é obtida mediante a utilizacao da divisao do numerador

e denominador (pelo termo de maior grau), isto é, por y. O resultado é dado por

3
3—y L g_l

—1 1
lim ———=lm ——=—=—=.
y—00 /5+4y2 y—00 /%_‘_4 \/1_1 2

(46) Calcule o valor de xlggh pCaE

Solugao. O leitor deve observar que x tende a 2 pela direita (ou seja, por valores
maiores do que 2). Na verdade, o denominador é sempre positivo, haja vista, que os
valores que x vem assumindo sao valores maiores do que 2 e portanto, se transfor-
mando num nimero sempre maior do que 4. Assim sendo, o resultado da operacao no
denominador sera sempre maior do que zero, e somente sera zero quando x assumir o

valor 2. O resultado é dado por, abusando da notacao para melhor entendimento,

li v — L +
im — = )
zo+ 2 — 4 0+ o0

X

47) Determi li .
(47) Determine lim ———

Solucao. A solucao é analoga ao caso anterior, o resultado é dado por

I T . 1
1m — = —0.
T—2— ZE2 —4 0-

(48) Considere

(
L ose <0

T

logr se O0<zx<1

— 224 r+2 se l<x<?2

1

= x> 2

Calcule, se existir, os seguintes limites;

(a) lim f(z)

rz—0~
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1
Solugao. Neste caso, f(z) = —, pois, x — 0~ significa que = < 0. Assim sendo,
x

1
lim f(z) = lim — = —o0.
z—0~ z—0~ T

(b) lim f(z)

z—0t

Solugao. Com efeito, z — 07 significa que z tende a zero por valores maiores do
que zero. Assim sendo, f(z) =logz. Portanto

lim f(z) = lim logz = log < lim x) = —00.
z—0t

z—0t z—0t

(c) lim f(x)

rz—1~

Solucao. O fato de x — 1~ significa que x tende a 1 por valores de x menores do
que 1. Assim sendo, f(x) =logxz. Portanto,

lim f(z) = lim logx:log(lim m) =logl=0.

z—1— z—1— z—1—
d) I
(d) lim f(z)
Solugao. Agora x — 17 ouseja, z tende a 1 por valores maiores do que 1. Assim
sendo, f(z) = —x*+z +2. Portanto,

lim f(z) = lim (—2® + 2 +2) = 2.

z—1+ r—1t

(e) lim f(z)

r—2~

Solucao. Observe que x — 27 significa que x tende a dois por valores de = menores

do que 2. Portanto, f(z)= —2?+ x + 2. Assim sendo,

lim f(x) = lim (—2° +2+2)=2.

r—27 r—2~

(f) lim f(z)

Solugao. Neste caso, x > 2, pois, x — 2% . Portanto, f(z) = 5" Assim sendo,

xr —

1 1
li = i — = .
Jim f(z) = lm o o = +o0
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(49) Se €=0,02, encontre 6 >0 para que se tenha;

limb —4xr = 3.

r—2

Solugao. O Objetivo deste problema consiste em a partir de ¢ = 0,02, encontrar

0 > 0 para que se tenha lir% 5 —4x = —3. Senao vejamos, por definicao
T
0,02
|(b—4z—(=3)| = |p—4x+3| = |8—4z| = 4|2—z| = 4|z—2| < e = 0,02 = |z—2| < 5
0,02
Assim sendo, o escolhido serd ¢ = ’T .

9 3 z+2
(50) Determine o valor do lim v :
z—oo \ 20 + 1

Solucao. De fato,

. 21 + 3\ .
lim = lim

2x+1+ 2 \"
2x+1 22 +1

Para resolver este ultimo limite efetua-se uma substituicao de variaveis para que seja
possivel utilizar o limite fundamental cuja solucao é conhecida. Assim sendo, seja
2x + 1 =1y entao como, x — 0o segue que y — oo . O resultado é dado por

y—1

. 2 ’ ) 2\ 7
lim 1+ = lim [1+ —
y 1
2\ 2z 2\ "2
= lim (1+—) lim (1+—>
Yy—00 y Yy—00 y
2112 2\~
= {lim <1+—) 1 lim (1+—>
Y—00 ’y Yy—r00 y
2\ 2 1
= {lim <1+—)} :[62}226.
Y—>00 Yy

1
Observe que a substituicao 1= equivale a dizer que t — oo, pois, y — 0o, bem
Y

D=

como y = 2t. Assim sendo, o limite em questao se transforma num limite fundamental,
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isto é,

92 Y 1 2t 1 t 2
lim <1 + —) = lim (1 + —) = llim <1 + —)
Y—>00 y t—o0 t t—o0 t

O que justifica a conclusao acima.

2t —4
(51) Calcule o valor de lim

=2 r — 2

- . o .0 o . < s
Solucgao. A indeterminacao é do tipo 0 A saida é buscar uma manipulagao algébrica,

que transforme o numerador no limite fundamental,

a® —1

lim =1Ina.
x—0 €T
Assim sendo,
2 — 4(%4 -1
lim = lim (22 )
r—2 r — r—2 xr — 2

Efetuando-se a substituicao = — 2 =y, segue que, y — 0 e portanto,

4(%2 —1 4(2%72 1 w1
limyzlimgzéllim
r—2 x—2 r—2 Z'—Q y—0 Yy

=4In2.

t
(52) Determine o valor do lim ki
x—0

Solucgao. A solucao deste problema passa pela utilizagao do limite fundamental,

. senx
lim =1.
x—0 I
De fato,
senax
. tgax ) . senax 1
lim = lim CO84L _ iy, =a
z—0 x z—0 €T z—0 T cos ax
Observe que
. 1 1
lim =_=1.

z—0 COS ax 1

J& o outro limite, efetua-se uma substituicao para que seja possivel usar o limite fun-

damental, ou seja, ax =y entao y_ x . Portanto,
a

. senax . seny . seny
lim = lim = @ lim =
z—0 €T y—0 % y—0 Yy

a.l=a.
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Assim sendo,

. tgax
lim
z—0 X

Il
o

. bt —125
(53) Calcule ig%ﬁ .

- . o .0 . ) .
Solugao. E uma indeterminagao do tipo 0" Neste caso, realiza-se uma manipulacao

algébrica, depois, uma substituicao de varidvel para que o resultado seja o limite fun-

damental,
1
lim ¢ =Ilna.
r—0 x
Com efeito,
5% — 125 5 (55 — 573 1
lim = lim M = 125 lim
=3 1 —3 z—3 I — =3 x — 3

Para resolver o dltimo limite, considera-se a substituicao x —3 =y, logo, y — 0, pois,
x — 3. Assim sendo,

z—3 y

—1
125 lim 5— = 125 lim g
z—=3 T —3 y—0

1
= 125.1n5.

Y

(54) Encontre o valor do J}Lrgo (%) :

Solucao. A solugao deste limite é bem intuitiva e podera ser demonstrada no capitulo
sobre derivadas, onde a Regra de L’hospital serd de grande valor. Dentro do que tem-se
disponiveis na teoria, a solucao pode ser entendida de maneira simples utilizando-se a
representacao grafica das duas fungoes. Ou seja, o grafico de x e de e*, que sao as
funcoes envolvidas neste limite, nos fornecem a informacao de que a funcao e* tende

a infinito muito mais rapido do que a funcao x. Neste caso, entao

Portanto,

(55) Determine o valor de lim
=2  x—2
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Solucao. A solucao deste limite é dada mediante a utilizagao do limite fundamen-

tal

Coat—1
lim
z—0 x

=lna,
apos uma substituicao de varidavel. Ou seja, * — 2 = y segue que

1072 -1 10¥ -1
—_— 1 =1In10.

6x — 2
(56) Calcule o valor do lim TS Ar

a—0 2 + 3sendx

Solugao. Observe que x — 0 o que significa que x nao é zero. Assim sendo,

divide-se o numerador e denominador simultaneamente por x o resultado é dado por

—sen2
6x — sen2x | Gz—sendz
1L = lim 2x+3sendx
=0 22 + 3sendx z—0 2tisenis
6x _ sen2x 6 — sen2x
- lm-*— —lim-— %
T :BE}% 2z + 3sendx ig% 24+ 3sendx
x x x
sen2x
6 — lim
x—0 €x
. sendx
2+ 3 lim
x—0 x
Entretanto, efetuando-se as substituicoes 2z = y e 4x = t nos limites acima e
utilizando-se o limite fundamental, segue que
. sen2x . seny . sendx . sent
lim = 2lim =2 e lim =4lim — =4
z—=0 X y—0 Yy z—=0 X t—0
Portanto,

6z —sen2x  [6—-2] 4 2

lim = .
@—0 2¢ 4+ 3sendr  [2434] 14 7

1 tgx
(57) Determine lim (1 = —) :
ez tgx

Solugao. Considere tgxr =y como x — 7 segue entao que y — oo. Portanto,
IR 1\?
lim <1—|——) = lim <1—|——) =e.
(58) Calcule lim

x—0 x
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Solugao. Somando-se e subtraindo-se 1 ao numerador, tem-se

e e 11 e —1— (et 1)
lim = lim
z—0 €T z—0 T
e—aT _ e—bx -1
= lim — — lim
| |
x—0 x x—0 x

Efetuando-se as mudancas de variaveis —ax =t e —bxr = y em seguida, utilizando-se

os limites fundamentais, segue que

—ar _ —b:c_l t_l O
lim S —lim~—— = —alim® — (—b) lim ‘
z—0 x z—0 x t—0 t y—=0 Yy

= —alne+blne=Ine(b—a)=b—a.

3z+1

t
(59) Determine o valor do  lim g—

~ : o, .0 :
Solucao. Observe que a indeterminacao é do t1p06. Para resolver esta indeter-

minagao utiliza-se as seguintes manipulacoes algébricas:

i BN ETET R O

Z V4 _ lim - 4
z——1 (I + 1)3 z——1 (I + 1)3 r——1 (x + 1)

3 3
li 1 1 1
m |[——| = =1.
z——1 | cos (Zil) cos0

r+1

E f4cil ver que

Para encontrar a solucao do outro limite, define-se =y entao segue que,

3 3
lim [sen ( 4 )} = lim SALE - i lim seny = i .
s=—1  (z+1)3 y—0 \ 4y 43 \y=0 vy 64

Portanto,
g
lim —— = —.
a1 (z + 1) 64

(60) Calcule o valor do lim ( ’ ) .

Solugao. O resultado ¢ dado por,
x 1 —x 1 xq —1 1
lim( v ) :hm( J”U) :[lim <1+—)} —el= 2
z—oo \ 1 4+ 2 T—00 T z—300 x e
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2.9 Exercicios Propostos

Calcule os limites:

/322 1 00 —
1. lim 377+ 22 -9

z=2 4 — cos(mr)

2. lim {/(z+3)*—6x+5

r——1

3 i 2 —25
dlim ————
x5 3x2 —x + 14

4 lim 22% — 4x +In (222 — 1)
w1 x3 — sen(mx)

a2 —4
5. lim

=2 1 — 2

ozt —16
6. lim

T 252372 — 12

3442 — g —4
Tas-1 2 —4dx—5

VS5 ry—+b
lim —————

y—0 Yy

. r—1
9. llm —

o 9 — 7 — 2

92



Jt—1
Vi—1

. lim
=1

323 + 1022 4+ T — 2
. lim
e——275 4 22t + 22 —br + 14

. V8+h—2
. hm—

h—0 h

Az +12 -2
Llim————

z—1 x—1

) 4x2 — 3+ bz
lim
T—00 1 -2z

) 1 — cosx

lim



21. Calcule os limites especiais

(a)

m
z—0 x + sen 3x

(e) iy ——

22. Considere a expressao

Calcule o valor do limite

. 2x —senbdx
lim ——8M—

va2+2x —a
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Capitulo 3

Funcoes Continuas

3.1 Introducao

No capitulo sobre limites, observou-se que a existéncia do limite de uma funcao f
quando x tende para a independe da fungao f estar ou nao definida no ponto a.
Ao mesmo tempo, que f pode estar definida em 1z = a, o limite pode existir, mas,
este limite pode ser diferente de f(a). A idéia de continuidade de uma fun¢ado f num
ponto a passa pelo fato de que o limite de f precisa existir quando x tende a a e

que o valor do limite seja igual a f(a).

3.2 Definicao

Diz-se que uma funcao f é continua no ponto a se as seguintes condicoes forem satis-
feitas:

(a) f seja definida no ponto a;

(b) glclgflz f(z) exista;

(©) lim f(a) = f(a).

3.3 Propriedades

Se as funcoes f e g sao continuas em um ponto a, entao

(1) f+g écontinua em a.
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(2) f — g é continua em a.

(3) f.g é continuaem a.

(4) g é continua em a, desde que g(a) #0.

(5) Uma funcdo polinomial é continua para todo nimero real.

(6) Uma fungao racional é continua em todos os pontos de seu dominio.

(7) Sejam f e g funcgoes tais que ilirtll f(x) =0 e g é continua em b. Entao,

lim (go)(x) = g (1im f(x)) = 9(0).

r—a <x—>a

3.4 Teorema do Valor Intermediario

Se f é continua no intervalo fechado [a,b] e L é um nimero tal que f(a) < L < f(b)

ou f(b) <L < f(a) entdo existe pelo menos um z € [a,b] tal que f(x) =1L

fla)

fx) =L
ftb)

Observacao 1. Esse teorema nos mostra por que as func¢oes continuas em um in-
tervalo muitas vezes sao consideradas como funcgoes cujo grafico pode ser tracado sem

levantar o lapis do papel, isto é, nao ha interrupgoes no grafico.
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Observacao 2. Se f é continua em [a,b] ese f(a) e f(b) tem sinais opostos, entao
existe pelo menos um nimero ¢ entre a e b tal que f(c) =0. ( f tem um zero, ou

¢ é uma raiz para equacao associada a fungao.)

f1b)

fl@)

Exemplo 1. Determine o valor de m para que a funcao seja continua

z+2m se x<-—1

f@ =3
m* se x> —1

em v =—1.

Solugao Com efeito, deve-se impor as trés condigoes (definicao) para que a fungao
seja continua em x = —1, assim sendo,

(a) f(—=1)=—-142m.

O limite de f tanto a direita, quanto a esquerda de x = —1 existem e sao idénticos.
De fato, para z < —1, isto é, = a esquerda de —1 a funcdo é dada por f(z) = x+2m
e para > —1 , isto é, x a direita de —1 a fungdo é dada por f(x) = m?. Como
f(=1) = =1+ 2m, segue,

2= lim (v +2m)=m?=—1+2m.

r——1—

(c) Resolvendo esta identidade para que o limite seja igual ao valor de f(—1), tem-se
m’=—-14+2mem’—2m+1=0&m=1.

Desta forma, f sera continua em x = —1 desde que m =1.
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Jx) =1

J)=x+2

Grdfico de f(x) para m=1

Exemplo 2. Determine o valor de k& para que a funcao abaixo seja continua

e se x#0

f(z) =
-7 se =0

em v =0.

Solucao. Com efeito, aplicando-se a definicao tem-se

(a) f(0)=Fk>—T7.

(b) Para que o limite a direita e a esquerda existam e sejam idénticos, colocamos,
mli)r&k?’—?:xli}%liezxjk?’—?: 1.

(c) Portanto, o valor de k para que o limite exista e seja igual a f(0) = k* —7 fornece,

B-l=7ak=2.

Assim sendo, f serd continua em z = (0 sempre que k= 2.

M =e

Grdfico de f(x) para k=2
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Exemplo 3. Seja f(z) = 2> +z—2 entao demonstre que f tem um zero no intervalo

0,2].

Prova Com efeito,

Como a fungao f calculada nos extremos deste intervalo tem sinais opostos, f é
continua neste intervalo (fungao polinomial) entao pelo Teorema do Valor Intermediério

existe um ¢ € [0,2] tal que f(¢) =0. De fato, ¢=1 faz com que f(1)=0.

1
Exemplo 4. Sejam f(z) = 1:—;— e fog(x)=f"z) . Determine o valor de k
para que
r)— Yz se 1z < -1
iy = | 90 =@ <
1+k+zk> se x> -1
seja continua em x = —1.

Solucgao. A primeira parte da solucao consiste em obter as expressoes para as funcoes

ge f~!'. Com efeito,

f(x):yzm—;l = x:yT—i-l = y=2r—-1 = fla)=220-1.
oy =" o SO gm0 1 o g =3,

Assim sendo g(x) — f~'(z) = (42 — 3) — (2 — 1) =22 — 2, e, portanto

2c — 2 se r < —1
H(z) =
1+ k+ zk? se r > —1.
Para que H seja continua em x = —1 faz-se necesséario que

(I) H(—1) exista. De fato, H(—1) = —4;

(I) lim 2r—2= lim 1+k+ka® = —4=2k+1 = k:—§;

T— —1— z— —11 2

)
(III) Para que lim H(x) = H(—1), a condi¢cdo (II) permite concluir que k = —5-

r——1

Portanto, H serd continua em xz = —1 sempre que k = —5-
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z—1 Determine o valor

Exemplo 5. Sejam f(z) =e¢

de m para que

seja continua em z = 1.

Solucao. Devemos encontrar primeiro as expressoes para as funcoes g e 1.

Com efeito,
f(.?:—l—h) _ f(m) . z—1+h em—l I ' eh -1 I
g(x) = |im h = h R R e
Segue que, g(zr) = e®!
Por outro lado,
y = ' =>r=¢""=>Inz ="

= Inz=(y—-—1)lhe=y=ha+1.

Portanto, f~'(z)=1+1Inz.

Assim sendo, como

2f(x) — g(z) =271 — "t =t e

m m2
segue que,
er 1 se r <1
a(z) =
Llnz se z > 1.
m

Para que « seja continua em z =1 faz-se necessario que
(I) a(1) exista. De fato, a(1l) =1;
, 1 . 1l+hnz 1
(II) lim e = lim —— = 1= — = m = +£1.
z—1— z—1t m2 m2
(ITT) Para que lirq a(r) = «a(1), a condi¢ao (II) permite concluir que m = +1.
x>

Portanto, « sera continua em x =1 sempre que m = =£1.

Exemplo 6. Seja f : [0,1] — R onde f(z) = 22* — 92% + 4. Use o Teorema do

Valor Intermedidrio para mostrar que a fungao f tem um zero em (0,1).

Solucao. Com efeito, f é continua no intervalo [0, 1] (pois, f é uma funcao definida

por um polinémio), além disso, f(0) =4 e f(1) = —3.
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Portanto, como —3 = f(1) < 0 < f(0) = 4, entao pelo Teorema do Valor Inter-
medidrio existe ¢ € (0,1) tal que f(c) = 0, o que significa que f tem um zero, no

nimero real ¢, dentro do intervalo (0,1).
Exemplo 7. Seja f :[0,2] - R onde f(z) = 2? —2. Mostre que existe um

c € (0,2) tal que =2,

Solugdao. A, f é continua no intervalo [0,2] (pois, f é uma funcao definida por
um polinomio quadratico), além disso, f(0) = —2 e f(2) = 2. Portanto, como
-2 = f(0) < 0 < f(2) = 2, entdo pelo Teorema do Valor Intermedidrio existe

c € (0,2) tal que f(c) =0, o que significa que f(c) =c*—2 =0, ou seja, ¢ = 2.
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Capitulo 4

Derivadas e Integrais

4.1 Derivada

4.1.1 Interpretacao Geométrica

yh

W
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4.1.2 Derivada de uma Funcao num ponto

A derivada de uma fung¢do f no ponto a, denotada por f’(a) (lé-se f linha no

pontoa), é definida pelo limite

)= 1 LT AT 1@

Az—0 Ax

9

quando este limite existe.

4.1.3 Derivada de uma Funcao

A derivada de uma fungdo y = f(z) é a funcdo denotada por f'(z) tal que seu valor

em qualquer ponto z € Dy é dado por

o) — i T AT~ F(@)

 AZS0 Azx

Y

caso este limite exista. Diz-se que uma funcao f é derivavel quando existe a derivada

em todos os pontos de seu dominio.

Notagoes mais freqiientes para a Derivada da Funcao y = f(x)

dy

y=r@; o Def(@), Day o oon g(a) = f().

O leitor interessado podera consultar o capitulo de exercicios resolvidos sobre derivadas
colocado no final deste livro afim de identificar com mais profundidade o uso desta

definicao, as principais propriedades e algumas regras basicas.

4.1.4 Derivada da Funcao Inversa

Seja y = f(x) uma funcao definida em um intervalo aberto |a,b[. Suponha-se que f
admita uma fungao inversa x = g(y) continua. Se f’(x) existe e é diferente de zero

1

para qualquer x € |a,b[, entdo g = f~' é derivavel e vale

() 1 1
g\y) = = :
f'@) fa(y))
Para uma demonstagao deste fato o leitor podera consultar Diva Flemming e Mirian

Buss!

(4.1)

1Célculo A, Funcdes Limite Derivacio e Integracio. Makron Books.1992.
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4.1.5 Regras Elementares: Derivadas Imediatas

Exemplo 1. Considere f(z) = 2. Demonstre que a derivada desta fungdo é dada

por f'(z) = 2z.

Demonstragao.
v flod+Ar)— fle) L (x4 Ax)? —a?
fla) = Alglcrgo Az - Alglcrilo Azx
2
= lim (2zAzr + (Az)) = lim 2z + Az = 2z.
Az—0 AZ‘ Axz—0

Portanto, f'(z) = 2z.

Exemplo 2. Usando-se raciocinio semelhante é facil provar por inducao Matematica
que

f(z) =az™ = f'(z) =nax"".

Com efeito,

(I) A identidade é verdadeira para n = 1, pois f(z) = ax tem como derivada
flx)=a.

(IT) Suponha que a identidade seja verdadeira para n, isto é, se f(z) = az™ entdo
f'(z) = naz"'. Entao devemos mostrar que ela é também verdadeira para n + 1.

1 assumindo como verdadeira a

Ou seja, vamos encontrar a derivada de f(x) = az™
condicao (II).

a(z + Ax)"t — gzt

! . . . .
floy =™ —d% Az
— lim a(z + Az)"(x + Azx) — az"x
Axz—0 AZL‘
. (r+Az)" — 2" . a(z+ Azx)"Ax
= az lim + lim
Az—0 Az Az—0 Az

= az.nz" ' +az" = ana" + az™ = a(n + 1)z".

Portanto, se f(x) = ax™ entao f'(r) = naz""'. Este resultado pode ser generalizado

para n racional.

Observacao. Um outro resultado que vem imediatamente do exemplo é o fato de que

f(z) = a (fungdo constante) entdao f'(z) =0.
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Exemplos 3 Encontre as derivadas das fungoes abaixo:

a) f(z)=5vas.

Solugao. Observe que f(z) = 5va3 = 5a3. Aplicando-se a regra acima, obtém-se

N

: 1
f'(x) = 5.;3:(3_1) = 7535 :

b) f(z)=7
Solugao. Observe que f’(z) = 0. A derivada desta funcao é obtida substituindo

n = 0 na expressao do Exemplo 2. O resultado é dado por
f(x)=7=72", logo, f'(z)=7.0s"=0.

A partir deste exemplo, pode-se afirmar que a derivada de uma funcao constante é

nula.

Derivada da Soma de Funcoes.
Sejam f e g fungoes derivdveis com h(z) = (f + g)(x) = f(z) + g(z). Entdo h é
derivéavel e vale h'(z) = (f + g)'(z) = f'(x) + ¢ (x).

Prova. Com efeito, como f e ¢ sao derivaveis entao

flx+ Ax) - f(2) gl + Ar) — g()

Pl = fin LEFBDIW) o ) gy SHBD ) iy,
Portanto,
R e A
oy LA GO0 (e

Generalizando, este resultado é verdadeiro para um ntumero finito de funcoes.
Exemplo 4 Considere f(x) = 23 + 32% entao calcule f’(z)

Solucao. Aplicando-se as regras enunciadas, obtém-se
f'(z) = 32° +3.22 = 32° + 6.

Derivada do Produto de Funcgoes
Sejam f e ¢ fungoes derivaveis com h(z) = (f.g)(z) = f(z).g(x). Entao h é
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derivavel e vale h'(x) = (f.9)'(x) = f'(z)g(x) + f(x)g'(z).

Prova. Como f e g sao derivaveis entao,

)=t JETAD S gl Aa) —g(a)

existem .
Az—0 AI Az—0 A,I‘

Por outro lado,

(f.9)(x) = lim

flz+ Ax)g(x + Az) — f(z + Az)g(x) + f(x + Azx)g(z) — f(x)g(z)

Az—0 Az

flo+ A7) oo+ Ar) = g@)] | g@)[f (e + Ax) — f(2)
Az—0 Az Az—0 Ax

. gl + Ax) — g(a) .
Aim fla+ Az) lim Ax +yg(2) lim Ar

= f(@)g'(x) + g(2)f'(x) = fl(z)g(z) + f(2)g (x).

Portanto, h(z) = f(x).g(z) entao h'(x)= f'(z).g9(z)+ f(z).¢' (z).
Exemplo. Considere f(z) = z?.22° entao encontre f'(x).

Solucao. Aplicando-se as regras anteriores, obtém-se

f'(x) = 22.22° + 22.5.22" = 42° + 102° = 142°.

Derivada do Quociente de Funcoes

f(z)

) Entao h é derivavel e
T

() =

Sejam f e g fungdes derivaveis com h(z) =

_ ['(@)g(x) = f(2)g'(z)
g3 (x) '

Q |~
=

vale I/(z)

Prova. Como f e g sao derivaveis entao,

existem .
Az—0 Az Az—0 Ax
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Por outro lado,

flatdz)  f(@)

f ' . g(z+Ax) g(z)
!/ _ J . g\tTmaL) 9\
B (z)= L} () = l;lcmo .

f(z+ Ax)g(r) — f(z)g(z + Ax)

Az—0 g(x 4+ Azx)g(z)Ax
o Sl AT~ F@)gl + Ax) + (@)e(e) — S()gla)
Az—0 g(x + Ax)g(z)Az

) tim £ AD) @)

Aaiurgo g(z + Azx)g(x) Az f(@) } g

a0 g(z + Ax)g(a) Az

9 ()
Portanto, h(z) = % entao P (z) = f'(@) 9(37;2sz;($) g'(x)
Exemplo. Considere f(x) = x3a—;5$ entdo caleule f/(z).

Solucao. Aplicando-se a regra do quociente acima, tem-se

Flz) = (322 45).2% — (2* 4+ 5x)22 32’ +52® — 22" — 102®  a* —Ba® 2?5
)= (22)2 - .

x? x? x?
Regra da Cadeia

Se y=f(g(x)) entdo y = f'(g(x)).g'(z)

Exemplo. Considere f(z) = (2? +1)?, calcule f'(z).
Solucao. Aplicando-se a regra da cadeia, obtém-se
flx) =3.(2* + 1)%.(2® + 1) = 3(2® + 1)%.(22) = 6z(2® + 1)

Derivadas Laterais
Seja f definida num intervalo I com a € I. Diz-se que [ é derivavel a direita de

a sempre que

Az) —
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exista. Similarmente, f é derivavel a esquerda de a € I sempre que

o) - 1 L AD) —f(

Az—0— Ax

exista.
Resultado Importante.
Diz-se que [ ¢é derivavel em a quando existem e sdo iguais os limites laterais (a

esquerda e a direita) de a. Ou seja, f é derivavel em x = a se, e, somente se,

fila) = fL(a).

4.2 Integral

4.2.1 Primitiva de uma Funcao

Seja f uma funcao definida num intervalo/ diz-se que F' é uma primitiva para a
funcao f dentro do intervalo/ quando F'(z) = f(x) para todos os valores de =

dentro de [I.

4.2.2 Integral Indefinida

Chama-se integral indefinida de uma fun¢ao f a fungao F(x)+ c. Ou seja ,

/f(x) o = Flz)+c < F'(2) = f(x).

A existéncia de uma primitiva F' para uma fungao f definida num intervalo I C R

estabelece que f ¢ integravel.

Propriedades

Integral da Soma de Fungoes e Produto de uma funcao por escalar

Sejam  h(x) = f(z) +g(x) e k € R. Se f e g sdo integraveis, onde F(z)+ C; e

G(z) + Cy sao as primitivas de f e g, respectivamente, entao
/h(x)dx _ /(f(x) 4 g(2))dz = (F(z) + G(x)) + Cy + Cs = (F(x) + G(z)) + C,
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onde, C' = C1+C5. Portanto, F(z)+G(z)+C é uma primitiva para h(z) = f(x) + g(z).
Assim sendo, vale
F(z)+ Ga)+ C = /h(a:)da: _ /(f(:):) + gl))de = /f(:v)d:z: T /g(:l:)d:v
= F)+Ci+Gx)+Cy = (F(z)+ G(x)) + (CL + Cy) .
Isto é,
[+ g@yds = [ swyin+ [ g,
Por outro lado, é facil observar que F(z)+C} é uma primitiva para f(z), assim como
kF(x) 4+ kCy é uma primitiva para kf(x). Segue entao

/k:f(x)dx _ RF () + kCy = B(F(z) + Cy) = k (/ f(x)dx) _ k:/f(x)dx.

Portanto, h e kf sao integraveis. Este resultado é verdadeiro para um numero finito
de funcoes.

Exemplo. Seja a funcdo constante f(z) =k, k € R, entao

/f(x)dxz/kdx:k/dx:kHC,

Portanto, a primitiva da fungao constante f(z) =k é a fungdo F(x)=kx + C.

4.2.3 Regras Elementares: Integrais Imediatas

Funcao Polinomial.

Seja f(z) = 2™, com n # —1, entdo

xn—i—l
dr = "dr = :
/f(:c) T /x T= +c

xn—l—l
Ou seja, a funcdo F(z) = + ¢ é a primitiva de f(z) =z

n+1
Fl(z) = f().

n

, Ppois, neste caso,

Exemplo. Considere f(r) = z? entdo encontre a integral de f.

Solugao.

3
F(z) = /f(x)dm = /xde = % +c.
3
O leitor deve observar que F'(z) = 2% O que significa que F(z) = T icéa

3

primitiva de  f(z) = 2%
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Integral Especial.

Uma integral especial que o leitor tera mais informagoes nas préximas segoes € a se-
guinte:

. dx
entao — =Inxz+c
T

1
A primitiva da funcdo f(xz) = — é a funcdo F(z) =1Inz + c.
T

4.3 Derivadas e Integrais de Funcoes Elementares

Exemplo. Encontre a fungao inversa da funcao bijetora

x
r+2

fz) =
Depois, determine a derivada e a integral indefinida das funcoes f e f~L.

Solucao. Escreve-se inicialmente a fungao da seguinte forma

T
T+ 2

y:

agora trocam-se as variaveis x por y e vice versa, isto é,

Finalmente, isola-se y, o resultado ¢é
x(y+2)=y = wy+22r=y = xy—y=—2x.

Portanto,

Logo, se f(x) = :z:—a;Q entdo fl(z) = T

Para obter a derivada das funcoes f e f~! utiliza-se a regra do quociente. O resultado

¢ obtido da seguinte forma:

o) = S5 = F0=TEEE = M0 =
P = 2= e = 2 s e -
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As integrais indefinidas de f e f~!, sao dadas por

2—2 2
/f(x)dx = / v dx:/—(x_l— )dx:/m—{_ da:—2/ d
T+ 2 T+ 2 T+ 2 T+ 2
d
= /dx—Z/ - =z —2n|z+2| +c.
T+ 2

/f_l(x)dx = /lz_xxdx:—Z/xfldxz_z/%dx
- _2{/i:1dx+/xi1dx}

= —2/dx—2/ da = 2z —2nlzr — 1| +c.
r—1

4.3.1 Funcao Exponencial

Seja a um numero real, a > 0 e a # 1. Chama-se de fungao exponencial de base
a, a funcao que a cada nuimero real x associa o nimero real a”, ou seja,

f: R—>R

T

x — f(x)=ad".

O dominio da funcao exponencial ¢ R e a imagem R?.

4.3.2 Derivada da Funcao Exponencial

Seja f(x) =a® com a#1 e a>0, entdo
a:erAx —q® Az

/ T T
f(x)_Alggo Ax @ Aliglo Az

ou seja, se f(x) =a” entdo f'(x) = a”lna.

Em particular, se f(z) = e* entao f'(x) = e”Ine = e”.

4.3.3 Integral Indefinida da Funcao Exponencial

vy = &
/f(x)da:—/a d:v—lna—l—c.

a
Ou seja, F(z) = — + ¢ é uma primitiva para f(z) = a”. Em particular,

Ina
/ezdx: e’ +c.
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4.3.4 Funcao Logaritmica

Chama-se de funcao logaritmica de base a, com a >0 e a # 1 a fungao que associa

a cada x € RL o ntmero real log, ,isto é,

f+ RL =R

r — f(x) =log, x.

O dominio da funcao logaritmica ¢ R’ e aimagem R.

4.3.5 Derivada da Funcao Logaritmica

1
Se f(x) = log, = entdo a sua derivada é dada por f'(z) = 8a©
x
1
Em particular, se f(z)=1In z entao f'(z)= —.
T

4.3.6 Integral Indefinida da Funcao Logaritmica

/ log,xdr = xlog, v — x log, e + c.

Ou seja, F(z) = x — zlog,e + ¢ é uma primitiva para f(x) = log,z . No caso em que

a base do logaritmo é a = e, tem-se

/lnxd:c:xln\x] —z+ec.

4.4 Derivadas e Integrais de Funcoes Trigonométricas

4.4.1 Funcao seno

A funcao seno é definida como sendo a funcao f que a cada = € R associa o niimero

real y =senz, isto é,

f: R—=>R

r — f(x) =senz.

O dominio da fungao seno ¢ R e a imagem ¢é o intervalo real [—1,1].
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4.4.2 Funcao Arco Seno

Para obter a funcao inversa da funcao seno considera-se a fungao

foo =530 — =11

flx) =senzx.

Entao a inversa de f(z) =senz é a funcdo definida por

7T7T]
272

r — f(z)=arcsenz.

f_l: [_171] — [

4.4.3 Derivada da Funcao Seno

Para encontrar a derivada da funcdo f(x) = senz usa-se a conhecida identidade

trigonométrica

senp — senq = 2sen (p;q)cos(p;—q).

De fato, aplicando-se a definicao de derivada, tem-se

fz) = lim sen (r + Az) — senzx _ fim

Az—0 Az Az—0 Az

i QSen% i Ax
= lim . lim cos(z + —) = cosx,
Az—0 Az Az—0 2

pois,

A
. 2sen=7 . senAzx
lim = lim = 1.
Az—0  Ax Az—0  Ax

4.4.4 Derivada da Funcao Arco seno

A derivada da funcao y = arc senz é estabelecido mediante a utilizacao do teorema

sobre a derivada da funcdo inversa (4.1). Observe que,

f(r) = y=arcsenx = x = f '(y) = seny

114



logo,

cosy /T—sen?y 1—a?

Portanto,

se f(z)=arcsenz entao f'(z)=

Vi—a?
4.4.5 Integral da Fungao Seno
Neste caso, se y = senx entao

/ senxdr = —cosx +c¢, Ppois (— coszT + c)’ = senx.

Uma primitiva de f(x) = senz é a fungdo F(x) = —cosx +c.

4.4.6 Integral da Funcao Arco Seno

Se y = arc senz entao

/arc senzdr = xarcsenx + V1 —122 + c.

Pois, F(z) = zarc senx + V1 —x2 + ¢ é uma primitiva de f(z) = arc senz. Além
disso, ¢ imediato que

dx
—F————— = arcsenz + c.
V1—2?
O leitor encontrard alguns exemplos sobre esta funcao no capitulo de exercicios resol-

vidos.

4.4.7 Funcao Cosseno

A funca@o cosseno é definida como sendo a funcao f que a cada x € R associa o

nimero real f(z) = cosx, isto é,

f: R—>R

x — f(x) = cosz.
O dominio da fungao cosseno é R e a imagem ¢ o intervalo [—1,1].
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4.4.8 Funcao Arco Cosseno

A inversa da funcao cosseno pode ser obtida da seguinte forma: seja a fungao bijetora

o 0, 7] — [-1,1]

f(z) =cosz
entdo a inversa de f(x) = cos x é a fungao definida por
fil : [_171] — [077T]

r — f'x) = arc cos .

4.4.9 Derivada da Funcao Cosseno

Considere f(z) = cosz e a conhecida identidade trigonométrica

o (239 2 ()
cosp — cosq = —2sen — .sen — )

A derivada da funcao cosseno pode ser obtida da seguinte forma:

cos(x + Ax) — cosx

/ — 1- — 1.
f(x) Aggo Ax A;lzrilo Ax
— lim —2sen (”Af”) .sen (”25 x)
Az—0 Azx

1
= —2.senx.§.1 = —senx.

— lim (_QSenw> iy Sen(Az/2)

" Az—0 2%

Portanto,

se f(x)=cosz entao f'(r)= —senz.

4.4.10 Derivada da Fungao Arco Cosseno

A derivada da funcdo f(z) = arc cosx é estabelecido mediante a utiliza¢do do teorema

sobre a derivada da funcado inversa (4.1). Observe que,

f(r) = y=arccosz == f"(y) =cosy

116



logo,

seny /T —cos?y VI—a?
Portanto,

—1

V1—a?

se f(zr)=arccosz entao f'(z)=

4.4.11 Integral da Funcao Cosseno
Neste caso, se f(z) = cosx entdo

/cos rdr = senx +c.

Pois, F(z) =senz + ¢ é uma primitiva para a fungao f(x) = cosx.

4.4.12 Integral da Funcao Arco Cosseno

Se f(x) = arc cosz entdo

/arccosxdx = rarc cosxr — \/1—1’2+C.

Além disso, é facil observar que

dx
———— = -arc cosx + c.
V1 — 22
O leitor encontrara alguns exercicios resolvidos sobre esta fungao nos capitulos sobre

derivadas e integrais.

4.4.13 Funcoes Tangente

A fungao tangente

senx

tgxr =
COS T

é definida para todos os nimeros x € R tais que cosx # 0. Ou seja, o dominio da

funcao tangente ¢ dada por D ={r € R| x# § +km, k € Z}.
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4.4.14 Funcao Arco Tangente

Considere a fungao bijetora

fi]-35.50 —R

flz) =tgax.

A inversa de f(x) =tgx é a fungao definida por

SRR

v — fYx)=arctgw.

4.4.15 Derivada da Fungcao Tangente

A derivada da funcao tangente é obtida utilizando-se a regra do quociente para deri-

vadas. O resultado é dado por

fx) = tgx = senx ) = cosw.cosz — senw.(-senx) 1

CoS T cos? cos?

Portanto,

se f(r)=tgx  entdo  f'(x) =sec’ .

4.4.16 Derivada da Funcao Arco Tangente

A derivada desta funcao é obtida utilizando-se o resultado (4.1), isto é,

1
1+ a2

se f(z) = arc tgz entao f(z) =
4.4.17 Integral da Funcao Tangente

/tga:da: = Inlsecz| + c.

Este resultado serd melhor detalhado nos exercicios resolvidos, a seguir .
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4.4.18 Integral da Funcao Arco Tangente

1
/arc tgrdr = xarc tge —an(l—l—mQ) + c.

1
Ou seja, F(z) = xarc tgx — 3 In (14 %) + ¢ é uma primitiva para f(x) = arc tgx.

dx
211 =arc tgz + c.

E imediato que

4.4.19 Funcao Cotangente

A fungao cotangente é definida por

COS T

cotgxr =
sen x

para todos os numeros x* € R tais que senx # 0. Ou seja, o dominio da fungao

cotangente é D ={zx € R| x # km, k € Z}.

4.4.20 Funcao Arco Cotangente
Considere a fungao bijetora
f: 10,7 — [-1,1]
f(z) = cotguz.
A inversa de f(x) é a fungao definida por
fe =11 —o, A

x — f(x) = arc cotg z.

4.4.21 Derivada da Funcao Cotangente

O uso da regra do quociente para derivadas permite a seguinte conclusao:

se f(z) = cotgx entdo f'(x)= —cosec’r.

4.4.22 Derivada da Funcao Arco Cotangente

A utilizagao da identidade (4.1) permite escrever que

1
1422

se  f(x)=arccotgr entao f'(r)=-—
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4.4.23 Integral da Funcao Cotangente
/cotgxdx = In|senz| + c.
4.4.24 Integral da Funcao Arco Cotangente

1 2
arc cotgr dr = xarc cotgxr + §ln(1+2x )+c.

E imediato também que

dr ‘
xz_'_l——arccogx—i-c.

4.4.25 Funcgao Secante

Define-se a fungao secante como sendo

1
coS T

f(z) =secx =

onde o dominio desta fungao é o mesmo da tangente definido acima.

4.4.26 Funcao Arco Secante

fr ] =00, —1] U 1,400 — 07— {}
x — f1(z) = arc sec .

4.4.27 Derivada da Funcao Secante

O uso da regra do quociente para derivadas resulta no seguinte:

se f(z) =seczx entao f'(z) =secxtgwr.

4.4.28 Derivada da Funcao Arco Secante

Se f(z) = arc secx entao fl(x) =
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4.4.29 Integral da Funcao Secante

/secxda: = In|secz + tgz| + c.

Observe

= arc secx + c.

/ dz
|z|va? — 1
4.4.30 Integral da Funcao Arco Secante

E deixada como exercicio a obtengao da integral da funcao arco secante.

4.4.31 Funcao Co-secante

Define-se funcao Co-secante por
folgm[u]n ] —]—00,—1] U 1,400

x — f(z) = cosec.

4.4.32 Funcao Arco Co-secante

A inversa da funcao arco co-secante é definida por

[t ] =00, —1] U [1,+00] H]g’ﬂ[u}m%{
. . f—l(;p):arc cosecx

4.4.33 Derivada da Fungao Co-secante

Se f(z) = cosecx entao f'(z) = —cosecx cotg x .

4.4.34 Derivada da Funcao Arco Co-secante

Se  f(z) =arccosecx  entao  f'(x) lz| > 1.

—1
C|z]var—1
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4.4.35 Integral da Funcao Co-secante

/cosecxdx = In|co secx — cotgx| + c.

E f4cil concluir que

—arc cosecx + c.

/ dx B
lz|Va? —1
4.4.36 Integral da Funcao Arco Co-secante

E deixada como exercicio a obtencao da integral da funcao arco co-secante.
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4.4.37 Tabela de Derivadas

Funcao Derivada
y:k y/:O
y=u y =1
y = ku y = ku
y=u-+v y’:u’—i—v’
Yy =uv y =u v+ ur
U uv—ut
y=u" a€Qr Y = au*
y=a* a>0a#1 Y =a*lnav
y=e" Yy =e'a
y=Ilog,u a>0 y’:%logae
y=Inu a>0 y’:%
y=u" u>0 Yy =vauta Fu'ut Inu
Yy =senu Yy =u'.cosu
Yy = cosu Yy = —u'senu
y=tgu y' = u'sec’u
y = cotgu Yy = —u'cosec® u
Yy = secu y =u'tgu.secu
y = cosecu Yy = —u'cotgu . cosecu
= arcsenu I — v
Y Y \/].—/U2
u
/
= arc cos u - -
Y Y \/l—lu2
u
=arct P v
Y gt Y 1+ u?
u/
= arccotgu = _
Y J /y 1+ u?
u
= arcsecu G ——— TS|
! Y lu[vu? —1 [
u/
= arccosecu = |u| >1
’ Y lu[vVu? =1 [

onde wu e v sao duas fungoes de x e k uma constante.
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4.4.38 Tabela de Integrais

Funcao Integral
y==kK [ kdx = kx + ¢
y = ku k:fudu:k:“;%—c

ua+1
:u(l uadU: +C a _1
Y / a+1 7
1 du
y=- — =lnu+c
u u
au
y=a" a'du=—+c
Ina
y=e" [etdu=e"+c
Yy = senu [ senudu = —cosu+ ¢
Y = cosu [ cosudu = senu + ¢
y=tgu Jtgudu=—In|cosu| + ¢
y = cotgu [ cotgudu =1In|senu| + ¢
y = sec’u [ sec®udu =tgu + ¢
y = cosec? u [ cosec? udu = —cotgu + ¢
Yy =secutgu fsecutguduzsecu—i-c
Y = cosecu cotgu fcosecucotgudu: —cosecu + ¢
1 du N
= — ———— =arcsenu+c
Y \/11— u? \/l—éﬂ
u
(ERTES| /u%lzmﬂdgquC
1 du N
= ——— =arcsecu+c
Y uvu? —1 uvu? — 1
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Capitulo 5

Aplicacoes da Derivada

5.1 Aplicacoes Elementares

5.1.1 Taxa de Variagao

Toda derivada pode ser interpretada como uma taxa de variacao. Dada uma fungao
y = f(x), quando a varidvel independente varia de x até z + Ax, a correspondente

variacao de y serd Ay = f (v + Az) — f ().
Ay f(z+Az) — f(2)

O quociente — = representa a taxa de variacao média de vy
Az Az
em relacao a x.
: : r+ Ax)— f(z) L . :
A derivada [’ (z) = lim I )= (@) ¢ a taxa de variagao instantanea ou sim-
Az—0 Az

plesmente a taxa de variacao de y em relagao a x.

5.1.2 Velocidade e Aceleracao

Considere um corpo se movendo em linha reta e que S = S (¢) seja o espago percorrido
pelo movel até o instante t. Entao, no intervalo de tempo entre t e t + At, o corpo
sofre um deslocamento AS = S (t + At) — S (¢) .

Definimos a velocidade média neste intervalo como

Vo - S(t+ At) — S (1)
m At Y

e a velocidade instantanea do corpo no instante ¢ como

L AS() L St AN - S ()
o= A T T A
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O conceito de aceleragao é estabelecido de forma analoga ao da velocidade. Neste caso,

define-se a aceleracao média por;

_AV _ V(E+A) -V (T

4m =AY Nt ’
e aceleracao instantanea por;
Vit=At) -V (t
a(t) = lim ( ) ( )

At—0 At

Exemplo. Noinstante ¢ =0 um corpo inicia um movimento em linha reta segundo
a posigao dada por S (t) = 16t — 2.

Determine:

(a) A velocidade média no intervalo de tempo [2,4];

(b) A velocidade em ¢ =2 e aceleragao em t =4.

Solugao.

” _SMA)-S(2) (16-4—16)—(16-2—4) 48—28
"o 4-—2 N 2 2

= 10 unid.

V()= (t)=16—2t =V (2) = 16 — 4 = 12 unid.

a(t)=V'(t)=—-2=a(4) = —2unid.

5.2 Exercicios Resolvidos: Aplicagoes

(1) Encontre a inclinagao da reta tangente a curva y = 2 — 2z + 1 no ponto (3,4).

Depois, determine a equacao desta reta.

Solucao. A inclinacao da reta tangente a curva é dada por:

f(34+Az)—f(3) (B3+Az)* =203+ Azx)+1—4

m(3) = Alggo Ax - Alzlzlgo Ax ’
ou seja,
A Az)? —6— 2/ — Az (4+ A
m(3) = lim 20T (A 2628028 ATEEAY) g agy g
Az—0 Ax Az—0 Az Az—0
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A equacao da reta neste ponto é dada por:

y—fB)=m@B)(z—3)=y—4=4(x—3) =y =4x —38.

(2) Encontre a equagao da reta tangente a curva y = 222+ 3 no ponto cuja abscissa
é 1.
Solugao. O ponto da curva y = 2z*+ 3 que tem abscissa igual a1 é P (1, f (1)) =

(1,5). A inclinacao da reta é:

o JA+Ar) - f(1) 2(1+ Az +3-5

m (1) = Alz—>0 Az - Alggo Az ’
ou seja,
2+ 4Nz + 2 (Ax)* — 2 Az (4+2A
m(1) = lim +40e+2(A2) = lim v (4 +240) = lim (4+2Az) =4.
Az—0 JAN/ Az—0 Ax Az—0

Dai, a equagao da reta tangente a curva em P (1,5) é

y—f)=m)(z—-1)=y—5=4(x—1) =y =4da+ 1.

(3) Dada a fungao f(z) = x* — 2z, utilize a definigao de derivada para obter f’(z).

Solucao. Por definicao, a derivada de f em z é dada por:

o) — i LA =S )

Ax—0 Ax

Entao,

(x4 Ax)? =2 (x + Ax) — (22 — 22)

!
= 1
J'(x) Aggo Az
_ 22 + 20w + (Ax)® — 20 — 20z — 22 + 2
= Ao Az
Az (2 Nx — 2
1 € L i) N AP ST P S WY
Az—0 Az Az—0

Logo, f'(z)=2x—2.
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(4) Considere a fungdo f(x) = sen z. Encontre a derivada f'(x).

Solucao. Com efeito,

sen (x+ Azx)— sen x

!/ . .
Fw = m=x ~ A% A

— lim (sen x) - (cos Azx) + (sen Az) - (cosx) — (sen x)
Az—0 Ax

— lim = (sen x) - (1 — cos Ax) i (sen Ax) - (cosx)
Az—0 Ax Dz—0 Ax

— fim = (sen z) - (1 — cos? Ax) g SO Az cos
Az—0 Az (1 + cos Ax) Ax—0  Ax

Note que na segunda parcela aparece um limite fundamental, como o valor deste limite

¢ 1 e cosz é constante em relacao ao limite, segue que

— (sen x) - ( sen’Ax)

/ — 1
f(z) rrso Az (14 cos Ax) Feosy
cosa 4 i — sen x N sen Az
= x im —— « sen Az -
Az—0 1 4 cos Ax Az

Aplicando-se o limite fundamental e efetuando-se algumas manipulacoes algébricas, o

resultado final é dado por;
1 (x) = cosz.
~ —2r—4 se < -2
(5) Dada a funcao f(z) = , encontre f1 (=2) e fl(=2).
20 +4  se x> =2

Solugao. Por definicao,

/ . _ . — .
fi(=2) Alxlg%ﬁ Az AEE%H Az
20
= lim - = lim 2=2

Azt Az Az—0t
Por outro lado,

[ (=24 Ax) — f(-2) —2(—2+Ax)—4-0

fL(-2) = lm ) _— 2.
= Jim 00— tm 2=
Como

128



conclui-se que nao existe o

[(=2+82) = f(=2)

lim
Az—0 Ax
Portanto, a fungao nao é derivavel em z = —2.

(6) Considere a funcao f (z) = |1 — z?|. Calcule as derivadas laterais em z = 1.

Solucao. Deve-se reescrever a fungao em sentencas diferentes, ja que ela é uma fungao

modular. Ou seja, a fungao pode ser escrita da seguinte forma;

1—a2?se || <1;
f ) =

2 —1se |z| > 1.
Aplicando-se a definicao de derivadas laterais, o resultado é dado por;

fl4+Az)—f(1) 1—(1+A2)°-0

(1) = i = I
f_( ) Amli%_ Ax Amli%_ Ax
1 . 2
= lim l-1-2 2 il G lim —2— Ar= -2,
r—0~ x z—0~

Por outro lado,

(14+Az)*=1-0

1 . . _ .
I+ (1) = Alcl—r{%ﬁ Az N AE—%& Az
2
T Tl o) M T S S
Ax—0t Ax NAx—0t

Como

. f+Ax)—f(1) . f+Ar)—f(1)

A}clg%)_ Ax 7 A}clg%ﬁr Ax ’

segue que a funcao nao é derivavel em = = 1.
(7) Encontre as derivadas laterais em z = 0 da funcao f (z) = (v — 2) - |z|

Solucao. Com o objetivo de facilitar o entendimento, a funcao pode ser escrita da

seguinte forma;

(x—2)-2 se x>0; 22 —2r se x>0;
f(z)= =

(x—2)-(—z) se x<0. —2?4+2r se x<0,.
Aplicando-se a definicao de derivada lateral, segue que

0+ Az)— f(0) —(Azx)’ +2A 2 -0

/ = ]_ — ].
fﬁ (0) Axlir%)* Ax Axlir%)* Az
= Alim (—Az+2)=2.
z—0~
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Por outro lado,

0+ Az)— f(0) (Az)*—2A2—0

’ _ l _ 1
Fi (0) Amlg%w Az Azlg%ﬁ Az
= lim (Az—2)=-2.
NAx—0t

Como f’ (0) # f% (0), conclui-se que f nao é derivavel em z = 0.

(8) Seja f(x) = 3z* — 8z + 5. Encontre a derivada de f.

Solucao. Aplicando-se diretamente as regras de derivacao, obtém-se

fa)y=3-(a*) =8 - (z) +(5) =3 42>~ 8- 1+ 0=122" - 8.

(9) Considere a funcio f (z) = 2° - cosz. Calcule f' ().

Solucao. Como f é produto de duas fungoes, deve-se aplicar a regra do produto. Com

efeito,

f(x) = (mg)/ cosx + 2 - (cosx) = 3x* - cosx + 2* - (— sen )

= 3z%cosz — 2% senz.

2¢% — 3

10) Dada a funga = -
(10) Dada a fungao f (x) e

, encontre f’(z).

Solucgao. A funcao f é o quociente de duas fungoes, logo deve-se aplicar a regra do

quociente. Ou seja,

(22t —3) - (2> —br +3) — (22* —3) - (2> — 5z + 3)

!
xr g
f@ (22 — 5z + 3)°
_ (82°—=0)- (2> —bxr+3) — (22" - 3) - (22 — 54 0)
(22 — 52 4 3)°
B 825 — 40x* + 2423 — 42° + 10z* + 62 — 15
(22 — 5z + 3)°
42’ — 302" 4 242° + 62 — 15
(22 — 5z + 3)° .

(11) Prove que se f(x)=z"" entao [’ (z)= —nz "L
1

Solugao. A funcao f pode ser escrita da seguinte maneira f (x) = —. Aplicando-se
x'fl
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a regra da derivada do quociente, tem-se

(1) 2" —1-(z")  0-2"—na"!

f/ (IE) — (xn)Q — 1,2” — —TLZL'n_l . x—Qn
— _nxn—l—Qn — _nx—n—l'
Logo,
f'(z) = —naz™" L.
z+1

(12) Dada a funcao f (x) = - (32® 4 6z) encontre f'(z).

T+ 2

Solucao. Observe que a funcao f é o produto de duas funcoes, onde uma delas é
o quociente entre duas outras funcoes. Desta maneira, deve-se aplicar as regras do

produto e do quociente. De fato,

filx) = (x%_l)a(3$2+6x)+-(x_%1)~(3x2+6xy

T+ 2 r+2
1 2) — 1)- 2)’ 1
- Er i erBolorl) by )%%P+mﬂ+<x+ )Wwwﬁ)
(x+2) T +2
2—a—1 6(r+1)° 322+6x  6(x+1)°
_ T+t x2 (322 + 62) + ($+):$+2$+ (x+)
(x+2) x+2 (z+2) T+ 2
Portanto,
622 + 152 + 6
"(2) = ————— =6z +3.
/() P T +
1
(13) Ache a derivada da fungao y = T :
$ p—
1) 2
Solucao. Observe que a funcao pode ser reescrita na forma y = ( 1) .
$ p—

Aplicando-se a Regra da Cadeia, segue que
, 1 /z+1\"" [fz+1Y
vy o= §<x—1) '(x—1>
—1\"? [1-(z=1)=(z+1)-1
'(x+1> [ (x—1) }

<x—1)1/2.{ 2 ]_ .
(93+1)1/2 (x — 1)2 a (z — 1)3/2 _ ($+1)1/2'

NI~ N

Logo,




t2
ViB+1

Solucao. Considere g escrita da seguinte forma:

(14) Calcule a derivada da funcao ¢ (t) =

t? t2 N
g(t) = = o G segue entao que
ot - B+ D)2 138+ @B +1)
[(t3<+-1)1/3}2
2t (5 + 1) — (1/3) 2 (83 + 1)72/% . 3¢2
(3 +1)*? '

Logo,
3tt + 2t

Je 1)t

x24z+1

g (t) =

(15) Calcule a derivada da funcao ¢ (z) =e

Solugao. A func¢ao g é uma funcao composta, neste caso, utiliza-se a regra da cadeia,

o resultado é dado por;
/ _ (a%+at1) 2 r_ (22 4a1)
g (x)=e (P+a+1) =e (2r+1) .

Portanto,

g/ (m) — (2$ + 1) 5 ex2+m+1.
(16) Obter a derivada da funcao f (¢) = (sen t + e')® - (cost + t3)* .
Solugao. Aplicando-se as Regras da Cadeia e do Produto, segue que;

f(t) = 2(sent+e)-(sent+e) - (cost +t3)3 +

+ (Sen t+ et)2 -3 (cost + t3)2 . (cost + tg)/ )
Ou seja,

frt) = 2(sent+e)- (cost+e)- (cost+t3)3 +

+ 3 (sen t+ et)2 . (cost + t3)2 . (— sen t + 3t2) .
Logo,

f(t) = (sen t + €")-(cost + t3)2-[2 (cost + €')-(cost + t*)+3 (sen t + €)-(3t* — sen t)].
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(17) Encontre a derivada da funcao dada implicitamente por z%y* = 22 + y2.

Solucao. Observe que, para os casos em que tenha-se fungoes dadas implicitamente,

também deve-se usar a Regra da Cadeia. Assim sendo,

20 -y  + 2?2y = 22+ 2y
20%yy — 2yy' = 2x — 2y
Y (22%y —2y) = 2z —2xy°.
Logo,

, 2w — 2zy?

Y 22y — 2y

(18) Encontre a derivada da fungao dada implicitamente por
coS (:L'yQ) —senx = 0.
Solugao. Da mesma forma, como no caso anterior, segue que,

—sen (:ByQ) . (asyQ)/ —cosx = 0
— sen (zy°) - (y* 4+ 22yy’) = cosz
—2zyy’sen (J:y2) = cosx + y’sen (ny) :

Portanto,

, cos x + y*sen (zy?)
Yy = -

2zysen (zy?)

(19) Obter a derivada da fungao dada implicitamente por
cotg (x + y) + ysenx = 1.
Solucgao. Aplicando-se as derivadas, obtém-se;

—cosec® (z+y) - (L+¢)+ysen x +ycosz = 0
y' [sen x — cosec® (x +y)] = cosec® (z+y)—ycosw.

Assim,
,  cosec® (x +y) —ycosx

sen ¥ — cosec? (x +vy)
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(20) Sabe-se que ' é a derivada da funcdo y. Além disso, y® =49 ¢ a derivada
da funcdo y’. O mesmo raciocinio é verdadeiro para a funcio y® = y” ou seja, ela é
a derivada da funcao y® = ¢”. Com base nestas informacdes, encontre as derivadas

sucessivas 3,y , y® e y® das funcoes abaixo:
(a) y = sen(at+0b), onde a e b sdo constantes;

1
b) y = ¥ 4+ — |
(b)y=e + o

Solugao.

y = cos (at +b) - (at +b)" = acos (at +b) ;

a-[—sen(at +b)-(at +b)'] =a-[— sen(at +b)-a] = —a’sen (at +b) ;

<
|

<
I

y® =" = —a*- cos (at +b) - (at +b) = —a®cos (at +b) ;

y(4) — 3. [_ sen (at + b) - (at + b)’] = a*sen (at +0) .

(b)

1 1
/I 2z / -2 2x

1 1
(2) _ 26 o _ =  (_9.,.—3 2x .
y'?) = 2% .2 5 (—227%) =4e L

3

3) 2x —4\ __ 2x .
(4) _ 2¢ 9 _ 9. (_ A4+ _ 2z _2
y W =862 -3 (—427°) = 16> + — .

T

5.2.1 Diferencial

Sejam y = f (z) uma fungao deriviavel e Az um acréscimo de z. Entao define-se:

(a) A diferencial de x por de = Az. Similarmente, o acréscimo de y ¢é definido por
Dy =f o+ 00) - (@),
dy

(b) A diferencial de y por dy = f(z)dxz, o = f(z).
T

(21) Seja y = 222 — 62 + 5. Encontre os acréscimos Ay e dy para o caso em que

r=3e Ax=0,01.
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Solugao. Por definicao, Ay ¢é dado por;
Ay =[x+ ALx)—f(z).
Substituindo-se os valores acima nesta identidade, tem-se;
Ay=flr+ALAz)—f(z)=f(B3+0,01)— f(3)=f(3,01) — f(3) =5,0602 — 5.

Logo, Ay =0,0602.

Por outro lado, a definicao de dy é:

Logo, a substituicao dos valores acima, nesta identidade, fornece;

dy = f'"(z)-Ax = (4o —6)- Az =(4-3—6)-0,01.
Portanto, dy = 0, 06.
(22) Encontre o valor aproximado para f/ﬁ, utilizando-se diferencial.

Solugao. Considere y = f () a fungdo definida por f(z) = /x.
Entao

y+Ay=fx+Ax)=/x+ Az
Neste caso, a derivada de f é dada por;

1

W= 3

(5.1)

Como 64 ¢ o cubo perfeito mais préximo de 67,5, faca v =64 e Az = 3,5. Assim
sendo, segue que

r+ Ar=67,5 com dr=Axr=3,5,

ou seja, substituindo-se estes valores na expressao acima, tem-se;

1
39642

dy = (3,5) = 0,07291 .

Logo,

V67,5 =13/64+3,5=3c+Lx=y+ANy.
Fazendo Ay ~ dy, segue que;
67,5 ~y+ Ay =4+0,07291 = 4,07291 .
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(23) Determine a velocidade e a aceleracao no instante t = 2s de um mével que se

desloca segundo a fungao horéria S (t) = 3> —1In () + 2t (¢ em segundos e S em metros).

Solugao. Por definicao,

v(t)=25"(t)
a(t) =0 (t) =SSP (t) = S"(t)
Logo,
v(t)=9"(t) =3t" — - +2

No instante t = 2, tem-se:

1 27

e
1 49
N=6-24+—=—m/s>.
a(2) =06 —i—22 4m/s

(24) A lei de Boyle para a dilatagao dos gases é P -V = C, onde P é o nimero
de Newtons por unidades quadradas de area , V ¢é o ntmero de unidades cubicas do
volume do gés e C' é uma constante. Num certo instante , a pressao é de 3.000 N/m?,
o volume é, 5m? e, o volume estd aumentando & taxa de 3m?/min. Encontre a taxa

de variagao da pressao nesse instante.

C
Solugao. Como P -V = C, tem-se que P = v No instante em que P = 3.000

N/m? e V =5m?3 a constante pode ser determinada, ou seja,
C'=P-V =3.000-5=15.000 N/m.

A taxa de variacao da pressao é dada por;

ar o C
AV V2
C



onde AV = 3m?/min . Portanto,

AP = —%\2'3 = —1.800 Nm/min .

(25) Um quadrado de lado [ estd se expandindo segundo a equagao | = 2+t%, onde a
variavel t representa o tempo. Determine a taxa de variacao desse quadrado no tempo
t=2.

Solucao. A é4rea do quadrado A é dada por A = [2, onde | = 2+ t2. A taxa de
AA

variacao da area em relagao ao tempo, num tempo ¢ qualquer, é dada por —.

At

Segue entao,

AA DA AL - N 4 a8
E_E.E_Qg.gt_4.(2+t)-t—4t + 8t.

Portanto, no tempo t = 2, tem-se;

AA
— —=4.92 .2 =48,
Az +38 8

Ou seja, o resultado sera 48 unidades de area, por unidades de tempo.

(26) Um agricultor deseja construir um reservatério cilindrico, fechado em cima, com
capacidade de 6.280 m3. Sabendo que o preco da chapa de aco é de R$50,00 o metro
quadrado e m = 3,14, determine suas dimensoes de modo que o custo seja minimo.

Qual é o custo minimo que o agricultor tera?

Solugao. O custo do agricultor sera dado por;
C(r) = C(r) (4rea das bases) + C(r) (area lateral) = (27r* 4+ 2rh) - 50,00. (5.2)

Como se quer determinar as dimensoes r e h para que o custo seja minimo, deve-se
colocar h em fungao de r na equagao anterior. Para isto, usa-se o volume (capacidade

do cilindro), ou seja;

V = ar’-h
6.280 = 7wr’-h
no— 6.2820 ‘
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Dai, substituindoh em (5.2), tem-se;

.2 12.
C(r)= {2#7“2 + 2r - <67T 80)] - 50,00 = (271'7’2 + 560) - 50, 00

72 mr

Para se ter custo minimo, deve-se fazer C’ (1) = 0.

Portanto,

C'(r) = |:47T7“ — 125260} -50,00 =0;
ou seja,

C' (r) = 4mr — 11’7‘160 =0 istoé dm’r® —12.560 = 0.

Segue entao que;

"3 — 11'7?260 — ¢ 1272260 ~ 6,83
Logo,

6.280
h = 17 6.83 ~ 73,21

Portanto, as dimensdes desejadas sao r = 6,83 m e h = 73,21 m. Assim sendo, o

custo do agricultor sera de:

12.560

o 2
C (6,83) = |2 (6,83) + 6.5

Isto é, R$31.929,02 (trinta e hum mil, novecentos e vinte e nove reais e dois centavos).
(27) Achar o valor aproximado para /65, 5.

Solucao. Considere a funcao

Entao, tem-se;

flx+Ax)=Vx+Dx e DNy=f(x+Ax)—f(x);

consequentemente,

y+ Ay = f(x+ Ax) . (5.3)
Por outro lado, /65,5 = /64 + 1,5; Ar=1,5; x=64; y=64=4.
Como Az =dz; Ay=dy; dy=[f(z)dv e dy= g=du.
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Entao substituindo z =64 e dxr = 1.5 na expressao dy, obtemos

11 3 1
dy = — - 1.5 = A~ 0.031255.
V=3 ez " T 2316 32

Portanto, utilizando os valores na expressao (5.3), segue que

/65,5 =4+ 0,031255 = 4,031255.

(28) Achar o valor aproximado para v/27.

Solucgao. Para este caso, considere

y+ Ay =f(z+ Ax) .

Por outro lado, v27 =+/25+2; =25, Ax=2 e +25=y=>,.

1
Como f'(x)de =dy; Ay=dy; e dy= N

Substituindo z =25; e Az =2 em dy, obtém-se

1 1
dy=——.2="-=0,2.
Y0 5

(5.4)

Finalmente, substituindo y =5 e Ay =dy = 0.2 na expressao (5.4), segue que

V272 540,2=5,2.

1
(29) Determine a equacdo da reta normal & curva a2 + S 1=0 em (—1,0).

Solugao. Efetuando a derivada da fun¢ao dada implicitamente

:zc2+l —-1=0
2y - )

obtemos,

1
2x + §y' =0 ouseja f'(x)=19y =—4z.
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Segue que, my, = f'(—1) =y (1) = 4.
Portanto, substituindo o valor de my, = 4 e as coordenadas do ponto (—1,0) na

expressao (y — Yo) = myy (z — x0), obtemos a equagao da reta tangente;

y=4x + 1.

1

—— | isto
mtg

Por outro lado, o coeficiente angular da reta normal é expresso por my = —

é, my = —}1 e portanto a equacao da reta normal é dada por

1 z 1
y—0 4(:L*+ ) — Yy (4+4)

5.3 Regra de L’Hospital

Sejam f eg fungoes derivaveis num intervalo aberto I, exceto possivelmente, em um

ponto a € I. Suponha que ¢'(x) # 0 para todo x # a tem-se

(1) Se
tin f(0) = limg(e) =0 e D,
entao
Cf@) S
I e~ ~
(2) Se
lin () = limg(o) =00 o lm T~
entao

@) S
@) g

5.3.1 Exercicios Resolvidos: Regra de L’Hospital

o 3 +62° +
(1) Calcule o limite }g% P R P

~ . o, .0 . U
Solucao. A indeterminacao é do tipo 0 Para levantar esta indeterminacao utiliza-se

a regra de L’Hospital. Com efeito,

. 34622+ . 32+ 12+ 1
lim = lim —
=0 x4 + 323 + 422 + 2 0 43 + 922 + 8z + 1
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3 —4a?
2) Determi limite i .
(2) Determine o limite Jim o3

~ . . ~ . &) . . ~ -
Solucao. A indeterminagao é do tipo — . Para levantar esta indeterminagao utiliza-se
00
a regra de L’Hospital, sucessivamente, segue que

. 3 — 43 g —1222 i —24x B 4
0% 5723 abee —2122  aeoee —427 T

8=

(3) Determine o valor de lim (3z+9)= .

T—r0o0

Solugao. A indeterminagao nao é do tipo estabelecida na regra de L’Hospital, mas,

utilizando-se o artificio do logaritmo, em ambos os membros da igualdade, tem-se;

L=lim (32+9)* L= [hm (3x+9)ﬂ .

T—00 T—r00

Realizando algumas manipulacoes algébricas, segue que

In | lim (3x+9)%] ~ lim [m (3x+9)ﬂ
T—>00 T—00
1 9
= lim —n(3$+ ) .
Tr—r00 Ha

Como esta indeterminagao ¢ do tipo L’Hospital, isto ¢, do tipo 22, segue que

3
In [lim (3x+9)%] — lim =59

Z—00 z—oo 1

lim =
Entretanto,

lanln[hm (3x+9)%] —0e=InL=0+=> L=1.

T—r00

Portanto,

lim (3z +9)7 = 1.

T—r00

1
(4) Calcule o valor de lim z sen —.
T—00 x

Solugao. A indeterminacao é do tipo 00.0. Para obter a solucao procede-se da

seguinte forma;

) 1 )
lim x sen — = lim
T—00 x T—+00 =
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1

Efetuando-se a substituigao de varidvel, - = y e levando-se em conta que quando

xr — 0o tem-se y — 0. A substituicao e o uso do limite fundamental permite obter,

) . seny
lim x sen — = lim =1.
T—00 €T y—0 Yy
. 1 1
(5) Encontre o valor de lim ( — — .
a0 \z?4+x cosx—1

Solugao. A indeterminacao é do tipo oo — o0o. Mas, efetuando-se algumas mani-

pulacoes algébricas, tem-se;

hm( 1 1 )ZHm{(cosx—l)—(xMx)y

0\ 22 +1  cosz—1 =0 | (22 +x)(cosx — 1)

O 1ltimo limite é indeterminado. A indeterminacao é do tipo % . Portanto, aplicando-

se a Regra de L’Hospital, segue que

) 1 1 ) —senx — 2x — 1
lim — = lim
a0\ 224+ cosz—1 =0 | (2z + 1)(cosx — 1) + (22 + x)(—senz)
1
- —==-—00.
5 00
Portanto,

) 1 1
lim — = —00.
z—oo \ 224+ 1x cosx —1

(6) Calcule o valor de lim (222 +z)”.

z—0t
Solugdo. A indeterminacio é do tipo 0. A solucdo é dada por

z—0t z—0t

L = lim (2m2 + x)x <= InL=1In ( lim (2x2 + x)x) .
Assim sendo, apds alguns ajustes algébricos e aplicando-se a Regra de L’Hospital, segue

que

In { lim (22 + x)ﬂ = lim In (22" + z)"
x—07F xz—07t
In(2z2
= lim zIn(22* + 2) = lim @z + )
x—07t xz—07F

8] =

4x+1
22

= lim T
CC—)0+ — 3
x

. (4r + 1)(2?) . 4xd + 2P
= lm —~—— = — lim —
=0t (222 4 1) e—0t 202 + 1




Portanto,

lanln[hm (2x2+x)x} =0 <= InL=0<«= L=1.

z—0t

Desta forma,

lim (21:2 + x)z =1.

z—0t

1 x

(7) Determine o valor de lim (1 + —) :
T—00 2x

Solucgao. A indeterminacao ¢é do tipo 1°°. A solugao é construida da seguinte forma:

Efetua-se uma mudanca de varidavel em seguida utiliza-se o limite fundamental. Ou

seja, considere a substituicao 2z = y. Desta forma, o resultado é dado por

1\* 1\ # 1\"]*
lim (1+—) = lim (1+—) :{lim <1+—)} =/e.
z—00 2z y—o0 Y Y=o Y

(8) Encontre o valor de lim c.

rT—00 U
~ . . ~ . &) -
Solugao. A indeterminacao é do tipo —. Para obter a solugdo procede-se da se-
00

guinte forma: Aplica-se a regra de L'Hospital (duas vezes). O resultado é dado por

(9) Calcule o valor de lim T
z—0 e% — cosT

Solucgao. Neste caso, a indeterminacao é do tipo o Para levantar a indeterminacao

aplica-se a regra de LL’Hospital. Desta forma, segue que

. z ) 1
lm —=lm———=1.
z—0 e’ — Ccos T z—=0 e’ 4+ senx

1 1
(10) Determine o valor de lim - :
a—2t \20—4 x—2

Solucgao. Neste caso, a indeterminacao é do tipo oo — co. Para levantar a indeter-

minagao efetua-se algumas manipulacoes algébricas e aplica-se a regra de L’Hospital,
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o resultado é dado por
lim 11 o (x—2)— (22 —4)
es2t \20—4 -2 e=2t | (2x —4)(z —2)

I —x+ 2 I —1
= 1m _— = l1m = —OQ.
z—2+ \ 222 — 8z + 8 z—2+ \dox — 8

|
(11) Calcule o valor de lim ne

T—00 \/_

|
5

~ . . ~ . 0.9 . . ~
Solucao. Neste caso, a indeterminacao é do tipo —. Para levantar a indeterminacao
00

aplica-se a regra de L’Hospital. O resultado é dado por

1 3
lim In = lim () —lim3\/x_ lim 3 =0.

322

Yo — 2t
(12) Determine o valor de lim S
a—% 14 cosdw

- . o, .0 . -
Solugao. A indeterminacao é do tipo 0 Para levantar a indeterminacao efetua-se
uma manipulagao algébrica e aplica-se a regra de L’Hospital. O resultado é dado por

sec?x —2tgx L 1 — 2senx cosx

lim ———=— =
e 1+ cosdx z—= cos? (1 + cos 4x)

—2(cos? x — sen®x)
im
e—T 2cosx(1l 4 cosdx) 4 cos? x(—4sendx)
1

5"

h
(13) Encontre o valor de lim Seni e )
=0 sen

Solugao. A indeterminacao é do tipo —. Levando em consideracao que

et —e "

2

senhx =

Efetuando-se a substituicao desta definicao e aplicando-se a regra de L’Hospital, segue

que

. senhx . er —e* et te® 2

lim :hmgzhm—:—zl.
z—=0 senzx =0 2sencx z—0 2CoSx 2
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hx —1
(14) Ache o valor de lim cosmr = 2

=0 1 —cosx

~ . o, : 0 . o
Solucao. A indeterminacao é do tipo o Para levantar a indeterminacao efetua-
se a substituicao

et +e”
coshy = ———

Em seguida aplicando-se a regra de L’Hospital, segue que

xT —XT
. coshx —1 ] %—1
llm —— = lim —=——
z—=0 1 — cosx z—=0 1 — cosx
et t+e =2 .oet—e"
= lim————— = lim ——
=0 2(1 —cosx) -0 2senx
. eft+e® 2
= lim—=—-—=1.
z—0 2cosx 2

66

(15) Encontre o valor de lim — .
rz—oo et

~ . . ~ . oo . . ~
Solucao. A indeterminacao é do tipo —. Para levantar a indeterminagao observe o
00

seguinte
f(z) = 2% = f'(z) = 662%° = f"(z) = 66.652% —= ... = () = 66! .
Por outro lado,
gr)=e*=gx)=e"= ... = ¢ (z) =¢".
Portanto, aplicando-se a regra de LL’Hospital sucessivamente, obtém-se
296 66!

lim — = lim — = 0.
rz—o0 e¥r r—oo0 e

T

(16) Calcule o valor de lim

~ . . ~ . oo . . ~ .
Solugao. A indeterminacao é do tipo —. Para levantar a indeterminacgao aplica-se
00

a regra de L’Hospital

. 3* .3
oy T m e =1L
(17) Encont lor de 1 ! !
ncontre o valor de 1m — .
v w1 \2[1 — va]  3[1— ¥a]
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Solugao. A indeterminacao é do tipo oo — co. Para levantar a indeterminacao define-

se a substituicao
Y=r=Vr=9y" e Jr=19°, y—1.

efetuando-se a substituicao, tem-se

Him (2[1—1\/5] B 3[1—15@) = m (2[1 i313] N 3[1iy2]>
b 3(1—y?) —2(1 —y?)
( 6(1 —y*)(1—y?) )

: 29° — 3y + 1
= lim .
y—1 \ 6y° — 6y% — 6y2 + 6

y—1

Aplicando-se a regra de L’Hospital mais de uma vez, obtém-se

. 2y° — 3y +1 _ 6> — 6y . 12y — 6 1
lim = lim = lim = —.
y—1 \ 6y° — 6% — 6y2 + 6 y—130y* — 18y2 — 12y  y—1 \ 12093 — 36y — 12 12

(18) Determine o valor de lim w<w4ﬁlnw> .
z—0*t

Solugdo. A indeterminacio é do tipo 0°. Para levantar a indeterminacao procede-se
da seguinte forma: Aplica-se logaritmo e em seguida utiliza-se a regra de L’Hospital.

O resultado é dado por

L = lim x(w“jlnz) —InL =1In {lim x(z4+31w>] .

z—0t z—0t

Desta forma entao

im () - (o)
In | im z\s%+ne = lim In z\2%+mne
z—0t z—0t
. 3lnz . %
= lim — . = lm T
e—0+ 2t +1lnz  zoot+ 43 + =
3 3

= lim = lim =
a0t 4zl Tk 4t 4+ 1
xT

Portanto,

InL = In {lim x(z‘*jlnz)} — 3 InL =3—>1 =,

z—07+
Assim sendo,

im (i) — o3
L = lim g\sT+ne) = ¢°,
z—0t
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(19) Ache o valor de lim =

T—r00

0 Para levantar a indeterminacao procede-se

Solucgao. A indeterminagao é do tipo oo
da seguinte forma: Aplica-se logaritmo e em seguida utiliza-se a regra de L’Hospital.

O resultado é dado por

L= lim 27 <:>lnL:1n[lim a:%} .

T—00 T—00

Desta forma entao,

InL=1In [lim m(ﬁ)] = lim In [x(ﬁ)]
xT—00 T—00
= lim ! Inz = lim In
z—oo \ 1 — 2 z—oo \ 1 — 1
1
= 1
= |lim &+ =—1m —-=0.
r—o0 — T—r00 :L'

Portanto,

lanln[limxﬁ} =0=mnL=0=L=¢"=1.

T—r00

Assim sendo,
. 1
L= limz7= =1.

T—00

(20) Encontre o valor de lim x*"*.

z—07t
Solugdo. A indeterminacio é do tipo 0°. Para levantar a indeterminacao procede-se
da seguinte forma: Aplica-se logaritmo e em seguida utiliza-se a regra de L’Hospital.
O resultado é dado por

InL =1In [ lim xsem] .
z—0t

Ou seja,
In | lim z°"*| = lim In[2°""]
z—0t z—0+
. . Inzx
= lim senzlnz = lim —
z—0t z—0t
senx
1
. " . sen’z
= hm cosz = hm
a0+ 252 z—0T XL COS X
sen
. 2senx cos T 0
= lim —mMm = - =0.

z—0t COS T — TSENT 1
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Desta forma, entao

z—0t

lnL:ln{lim xse”x] =0=mhnlL=0=L=1.

Portanto,

L= lim 2°"" =1.
z—0t

(21) Calcule o valor de lim (2z — 1)%

T—00

Solugdo. A indeterminacdo é do tipo oc®. Para levantar a indeterminacio procede-se
da seguinte forma: Aplica-se logaritmo e em seguida utiliza-se a regra de L’Hospital.

O resultado é dado por
InL =1In [lim (2x — 1)%] :

T—r00

Isto é,

8N
8N

In | lim (22 — 1)

T—r00

} = lim In [(Qx —1)

T—00

] 2

2
= lim ~In(2z — 1) = 2 lim 2!
T—00 I T—>00 1

1
= 4 lim =0.

o0 20 — 1

Desta forma, entao

8o

InL = In lim(2x—1)~] —0elml=0sL=1.

T—r00

Portanto,
L=lim(2z—1)7 =1.
T—r 00
(22) Determine o valor de lim(cos 2x)z% :

z—0

Solucao. A indeterminacao é do tipo 1°°. Para levantar a indeterminacao procede-se
da seguinte forma: Aplica-se logaritmo e em seguida utiliza-se a regra de L’Hospital.

O resultado é dado por
3
In L = In |lim(cos 2x)?2] :

x—0
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Ou seja,

3 3
In [lim(cos 2z)22| = limln [(cos 23:)?2]
z—0 z—0
3 —2sen2x
_ : - — : cos 2x
= :lvlil’(l) o In(cos 2x) 331512% o
6 2 2 cos 2 2
= —2lim 2 3l i N Y S —Y
2 z—0 x cos 2z z—0 cos 2z — 2xsenx 1-0
Desta forma, entao
InL=1In lim(COSQQZ)z% =6ohl=-6<L=c".

z—0
Portanto,

L = lim(cos 21‘)1% =0,
z—0

zlnzx

(23) Calcule o valor de lim :
z—oo ¥ + Inx

~ . . ~ . 0 . . ~ .-
Solucao. A indeterminacao é do tipo —. Para resolver a indeterminacao utiliza-se
00

a regra de L’Hospital. O resultado é dado por

zlnzx ) lnx—l—x% o lnx+1
im = lim ————2 = lim —
(24) Det i lor de i ! 1
rmine o valor im — .
e © 0 valo exﬁ?ﬁ' r—3 x22-9

Solucao. A indeterminacao é do tipo co — co. Para resolver a indeterminacao deve-
se utilizar uma manipulacao algébrica para ajustar a expressao, em seguida, aplica-se

a regra de L’Hospital. Ou seja,

. 1 1 ) (x+3)—1
lim — = lim |[————
3t |z —3 22-—9 =3t | (22 —=9)

) [ T+ 2 }
= lim = +00.

(25) Encontre o valor de lim enror
=0 e’ +e7% — 2
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~ . o, .0 . o .
Solugao. A indeterminagao é do tipo o Para levantar a indeterminacao aplica-se a

regra de L’Hospital. Senao vejamos,

(26) Calcule o valor de lim /x .

T—00

Solucao. A indeterminacéo é do tipo oo”. Para levantar a indeterminacao aplica-

se logaritmo em ambos os membros da expressao em seguida utiliza-se a regra de

L’Hospital. O resultado segue

L = lim %@lanln[lim {”/ﬂ .

T—r00 T—r00

Assim sendo,

. . 1 " .
In [hm {‘/ﬂ = lim Inz* = lim — Inz = lim
T—00 T—00 T—00 I T—00 T—00 I

Portanto, como InL =0 entao L =1.

Ou seja,
L= lim Jz=1.
T—>00
r—1
(27) Calcule o valor de lin% a : a>0.
T— T

~ . . o .0 -
Solugao. Estamos diante de uma indeterminagao do tipo —. Inicialmente, lembre-se
que

flx)=a" = f'(x)=d"Ina.

Assim sendo, aplicando-se a regra de L’Hospital, tem-se imediatamente que;

.oa®—1 . d”lna
lim = lim =Ina.
z—0 €T z—0
. . senx
(28) Determine o valor lim
z—0

~ . o, . 0 o . .
Solucao. A indeterminacao é do tipo 0 Para resolver este limite aplica-se direta-

mente a regra de L’Hospital, o resultado é dado por
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T—00

1 x
(29) Encontre o valor de lim (1 + —) :
T

Solugao. A indeterminacao é do tipo 1°°. Para levantar a indeterminacao aplica-
se logaritmo em ambos os membros da expressao em seguida utiliza-se a regra de

L’Hospital. Senao vejamos

1\° 1\*
L = lim (1+—) (:)lnL:ln{lim (1+—):|.
r—00 x r—00 X

Ou seja,
. 1\* . 1\ . 1
In|lim (14— =lmhh(l+-) =lmzn(1+—-).
T—00 €T T—00 €T T—r00 X
Isto é,
1 In(1+1
lim xIn (1+—) = lim #
T—00 €T T—00 p
Aplicando-se a regra de L’Hospital, segue que
In(1+1 -5 1 1
InL = lim —( m) = lim —& — = = | =1

Como, InL =1 entao L = e, assim sendo,
. I
L = lim <1—i——> =e.
T—00 T

5.4 Maximos e Minimos

5.4.1 Maximo Relativo

Uma funcao f tem um méaximo relativo em ¢, se existir um intervalo aberto I, con-

tendo ¢, tal que f(c) > f(x) para todo x € I N Dy.

5.4.2 Minimo Relativo

Uma funcao f tem um minimo relativo em ¢, se existir um intervalo aberto I,

contendo ¢, tal que f(c) < f(x) paratodo x € I N Dy.

5.4.3 Extremo Relativo

Suponhamos que f esteja definida para todos os valores de z € (a,b) e que [ tem

um extremo relativo em ¢, onde a < ¢ <b. Se f'(c) existe, entdo f'(c) =0.
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5.4.4 Extremo Absoluto

Seja f : [a,b] — R uma funcdo continua, definida em um intervalo fechado [a,b].

Entao f assume méximo e minimo absoluto em [a, b].

5.4.5 Monodtona Crescente

Diz-se que uma funcao f, definida num intervalo I, é crescente neste intervalo se

para quaisquer xi, T3 € I com 7 < xg, tem-se f(x1) < f(xzq).

5.4.6 Monodtona Decrescente

Diz-se que uma funcao f, definida num intervalo I, é decrescente nesse intervalo, se
para quaisquer xi,zy € I, comx; < x5 tem-se f(x1) > f(z2).
Observacao Se uma fungao é crescente ou decrescente num intervalo, diz-se que é

mondtona neste intervalo.

5.4.7 Intervalos de Monotocidade

Seja f uma funcao continua no intervalo [a, b] e derivavel no intervalo (a,b), entao
(1) Se f'(z) >0 para todo z € (a,b) entao f é crescente em [a,b].

(2) Se f'(z) <0 para todox € (a,b) entdo fé decrescente em |[a,b].

5.4.8 Critério da Derivada Primeira

Seja f uma fungao continua num intervalo fechado [a, b] que possui derivada em todo
o ponto do intervalo (a,b), exceto possivelmente num ponto ¢, entao

(1) Se f'(x) > 0 para todozx < ¢ e f'(z) < 0 para todo =z > ¢, entdo f tem um
maximo relativo em c.

(2) Se f'(x) < 0 para 'todo z < c¢ e f'(x) > 0 para todox > ¢, entdo f tem um

minimo relativo em c.

5.4.9 Critério da Derivada Segunda

Sejam f uma funcao derivavel num intervalo (a,b) ec um ponto critico de f neste

intervalo, isto é, f'(c) =0, com a < c < b. Se f admite a derivada f” em (a,b),
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tem-se
(1) Se f"(c) <0, f tem um valor maximo relativo emc.

(2) Se f"(¢) >0, f tem um valor minimo relativo em c.

5.4.10 Concavidade voltada para Cima

Uma funcao f é dita concava para cima no intervalo (a,b), se f’(z) é crescente neste

intervalo.

5.4.11 Concavidade voltada para Baixo

Uma funcdo f é concava para baixo no intervalo (a,b), se f'(x) for decrescente

neste intervalo.

5.4.12 Critério Geral sobre Concavidade

Seja f uma fungao continua no intervalo [a,b] e derivavel até segunda ordem no inter-
valo (a,b), entdo
(1) Se f"(x) > 0 para todox € (a,b), entdo f é concava para cima em (a,b).

(2) Se f"(z) < 0 para todo x € (a,b), entdo f é concava para baixo em (a,b).

5.4.13 Ponto de Inflexao

Um ponto P(c, f(c)) do grifico de uma fungao continua f é chamado um ponto de
inflex@o, se existe um intervalo (a,b) contendoc, tal que uma das seguintes situagoes
ocorra

(1) f é concava para cima em (a,c) e concava para baixo em (¢, b).

(2) f é concava para baixo em (a,c) e concava para cima em (c, b).

5.4.14 Assintotas

’

E comum encontrar-se no esboco do grafico de algumas fungoes tracados de curvas
que se aproximam de uma reta a medida que x cresce ou decresce. Particularmente,
nosso interesse é analisar com um pouco mais de atencao as assintotas horizontais e as

verticais.

153



5.4.15 Assintota Vertical

A reta x = a é uma assintota vertical do grafico de y = f(x), se pelo menos uma

das seguintes afirmacoes for verdadeira:
(1) lim f(x) = 4o0;
z—at
(2) lim f(x) = +o0;
Tr—a—
(3) lim f(z) = —oo;
z—at
(x) = —co.

(4) lim f(x

r—ra~

5.4.16 Assintota Horizontal

A reta y =b é uma assintota horizontal do gréfico de y = f(x), se pelo menos uma

das seguintes afirmacoes for verdadeira:

1) i =b;
(1) lim f(z)=0;
(@) lin_f()=b.
Abaixo apresenta-se uma tabela com as etapas e procedimentos cuja finalidade con-

siste em auxiliar o leitor na construcao do grafico de uma funcao mediante o uso dos

resultados e defini¢oes apresentados acima.

Etapas Procedimentos
1° passo Encontrar o Dy .
2° passo Encontrar os pontos de Interseccao da fungao com os eixos.
3¢ passo Encontrar os pontos criticos.

4°passo | Encontrar os locais de crescimento e decrescimento da fungao.

5 passo Encontrar os maximos e minimos
i

6° passo Encontrar a concavidade

7° passo Encontrar as assintotas (verticais e horizontal)

8° passo Construir o grafico.

Exemplo 1. Utilizando-se os passos apresentados na tabela acima esboce o grafico
da fungao f(z)=2%—5xr+4.

1° passo: Determinar o Dominio da fun¢ao. Neste caso, Dy = R.

2° passo: Encontre os pontos de interseccao da funcao com os eixos: E f4cil observar

que f(0) =4 istoé, (0,4) e f(1) =0 ouseja, (1,0). Portanto, segue que (0,4)e(1,0)
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sao os pontos de intersecgao com os eixos.
3° passo: Encontre os pontos criticos: Deve-se encontrar ¢ € Dy tal que f'(c) = 0.
Assim sendo,
/ 2 2 5
fllx)=32"=-5=32"-5=0=>2==+ 3
5 " .
Portanto, x = + 3 sao os pontos criticos da funcao f.

4° passo: Os Intervalos de crescimento e decrescimento sao determinados da seguinte

forma:

f/(z):3x2—5>0<:>$€]—oo,— —[U] 5’4_00

Por outro lado,
5 /5
flix)=32"-5<0&x € —\/j,\/j .
3°V3
Desta forma, [ é crescente sempre que = € }—oo, —\/E[U] \/g, —i—oo[ e sera de-
5 /5
crescente sempre que r € ]—\/;, \/; [

5¢ passo: Os maximos e minimos sao determinados utilizando-se o critério da segunda

derivada, senao vejamos:
f"(z) = 6x.

5

5)
Como f” (—\/é) < 0 entao f tem um méximo relativo em = = — 3

5

)
Como f” (\/;) > (0 entdao f tem um minimo relativo em x = 3

6° passo: Os intervalos onde a funcao é concava sao dados por:

Como f"(z) < 0 quandox < Oentdo f é concava para baixo sempre que z €|—00,0].
Por outro lado,

Como f”(x) > 0 quando x > 0 entao f é concava para cima sempre que x € |0, 00| .
Portanto, (0,4) é um ponto de inflexdo da funcao f.

7° passo: Neste caso, nao existem assintotas.

8° passo: Esbocar o gréfico a partir destas informacoes:

155



f(x) =x*-5x +4

v

372

r—3
1° passo: Determinar o Dominio da fun¢ao. Neste caso, Dy =R — 3.

Exemplo 2. Esboce o grifico da funcao f(x) =

2° passo: Encontre os pontos de interseccao da funcao com os eixos: E f4cil observar
que f(0) =0 isto é, (0,0). Portanto, segue que (0,0) é um ponto de intersecgao com
0s €iXos.

3° passo: Encontre os pontos criticos: Deve-se encontrar ¢ € Dy tal que f'(c) =0.
Assim sendo,

;o w(r—6) x(r—06)
F@) =03 = w_3p

=0=z2z=0o0ux=26.

Portanto, t =0 e x =6 sao os pontos criticos da funcao f.

4° passo: Os Intervalos de crescimento e decrescimento sao determinados da seguinte

forma:
f(z) = % >0 z(r—6)>0<x € |—00,00U]6,+00] .
Por outro lado,
f’(x)z% <0&z €]0,6].

Desta forma, f é crescente sempre que = € |—00,0[ U ]6,+o00[ e serd decrescente
sempre que = € |0,6].
5¢ passo: Os maximos e minimos sao determinados utilizando-se o critério da segunda

derivada, senao vejamos:
18x — 54
" o
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Como f"(0) <0 entao f tem um maximo relativo em x =0.

Como f"(6) > 0 entdo f tem um minimo relativo em z =6.

6° passo: Os intervalos onde a funcao é concava sao dados por:

Como f"(z) < 0Oquandoz < 3entdo f é concava para baixo sempre que z €| — 00, 3.
Por outro lado,

Como f”(x) > 0 quando x > 3 entao f é concava para cima sempre que x € |3, 00| .
Portanto, em x =3 a funcao f tem inflexao.

7° passo: Neste caso, nao existem assintotas horizontais, entretanto, como

272 ) 1’2

lim = 400 e lim
=3+ — 3 z—3— T —

Segue entao que r = 3 é uma assintota vertical para a funcao f.

8 passo: Esbocar o gréafico a partir destas informagoes

y

Exemplo 3. Utilizando-se os passos apresentados na tabela acima esboce o grafico
da funcio f(z)=e*".

1° passo: Determinar o Dominio da fun¢ao. Neste caso, Dy = R.

2° passo: Encontre os pontos de interseccao da funcao com os eixos: E f4cil observar
que f(0) =1 isto é, (0,1). Portanto, segue que (0,1) ¢é o ponto de intersec¢ao com

o eixo dos .
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3° passo: Encontre os pontos criticos: Deve-se encontrar ¢ € Dy tal que f'(c) =0.

Assim sendo,

flle)=—2ce® = —2ce ™ =0=c¢=0.

Portanto, ¢ =0, é o ponto critico da funcao f.

4° passo: Os Intervalos de crescimento e decrescimento. Neste caso, o leitor deve obser-

z2

var que a fungao f(z) =e * é sempre positiva. Portanto, a anélise torna-se simples,

isto é,

f(z) = —2x e > 0 sempre que z < 0, ou seja, [ é crescente para todo x € (—00,0).

Por outro lado, f'(z) = —2x e <0 sempre que x > 0, ou seja, f é decrescente para todo x €
(0,00) .

5¢ passo: Os maximos e minimos sao determinados utilizando-se o critério da segunda

derivada, senao vejamos:

F(x) = =2 4+ 4z’ = e (2% - 2).

Aplicando o ponto critico = = 0, segue que f”(0) = —2, significa que [ tem um

maximo relativo em x =0.

6° passo: Os intervalos onde a funcao é concava sao dados por:

2 V2
Como f"(x) < 0 quando x € (—%, %) entao f é concava para baixo neste intervalo .
Por outro lado,
2 2
Como f"(x) > 0 quando x € (— ’_§> U <§, oo) entdo f é concava para cima

neste intervalo. Portanto, (

\/§ 1 \/§ 1 N tos de inflexio d
—_ — — — n inflex

3 Ve e RN sao pontos de inflexao da
funcao f.

2

7° passo: A funcao f(x) =e™® tem uma assintota horizontal y = 0.

8° passo: Esbogar o gréfico a partir destas informagoes
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2
2

2

fro =e™

Teorema do Valor Médio.

Seja f : [a,b] — R continua e derivavel em (a,b), entao existe ¢ € (a,b) tal que

[ ()= f (@)

frie) =0

Geometricamente, existe pelo menos um ponto ¢ € (a,b) onde a tangente a curva é

paralela a corda que une os pontos (a, f (a)) até (b, f (b)) .

Teorema de Rolle.
Seja f uma funcao definida e continua em [a,b] e derivavel em (a,b). Se f(a) =

f(b) =0, entdo existe pelo menos um ponto ¢ entre a e b tal que
fie)=0.

Geometricamente, existe pelo menos um ponto ¢ € (a,b) onde a tangente a curva é

paralela (coincidente) ao eixo das abscissas.
Aplicacoes dos Teoremas do Valor Médio e de Rolle.

(1) Verifique se o Teorema do Valor Médio se cumpre. Caso afirmativo, encontre ¢

onde f’(c):w para o caso em que f(x)=+v1—2% a=-1 e b=0.

Solugao. A fungao



é continua em [—1,0] .

Por outro lado,
2z
2V/1— 22 /1—2?’

existe em (—1,0) . Logo, f cumpre as hip6teses do Teorema do Valor Médio.

f' ()

Portanto existe ¢ € (—1,0) tal que

De fato,

— 1-0
¢ — :1<:> 1—02:_07

Vi 041

isto é, resolvendo-se a equacao, segue como candidatos as raizes os seguintes valores:

1
c=31/=.
2
Levando-se em conta o intervalo de defini¢gao da fungao f isto é, [—1,0], segue que,
V2
c=———.
2

(2) A funcio f(z) =2*3—1 étalque f(—1)= f(1)=0. f verifica o Teorema
de Rolle? Solugao. A resposta é negativa.

2 2
Como f(z)=2*3-1 entdo f'(z)= §x_1/3 _ e

em x = 0. Observe que f é continua em (—1,1) e f(—1) = f(1) = 0; porém,

que nao é derivavel (nao existe)

f mnao cumpre a hipétese de ser derivavel em = =0 € (—1,1). Portanto, nao vale o

Teorema de Rolle.

5.5 Exercicios Propostos

(1) Seja

f(z) = sen m_tg_x.

V]

Determine:

(a) f'(z)

t
(b) lim 2.

z—0 I
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(2) Encontre a inclinacio da reta tangente & curva y — 22 — 3z +2 = 0 em (3,2).

Depois, determine a equacao desta reta.

(3) Seja
flx) =4 —a?|.

Calcule:

() f1(2);

(b) f2(2);
(c) f(2) existe ? Justifique.

(4) Ache o valor aproximado para V28 usando diferenciais.

1 x
(5) Determine o valor do limite lim (1 + —) :

T—00 3x

. 3 1 1
(6) Determine o valor de glclir(l) <x2 90 cosa — 1)'

(7) Encontre a derivada da fungao dada implicitamente por

cos (xy) — sen2x = 0.

(8) Esboce o grafico da fungao

(9) Verifique se o Teorema do Valor Médio se cumpre. Em caso afirmativo, encontre

¢ onde
f(b) = f(a)

7o) =01

para O caso €1m que

flx)=vV4 -2 a=-2¢ b=0.

(10) Encontre a derivada das fungoes
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(a* =522 —2)y/x — 1

e?* —In(l—xz) '

(a) f(z) =

cos 7% + cotg(x — 2)
(b) gla) = =
arcsenx — a3 — 1

1
(11) Determine a equacio da reta normal & curva z° + S 1=0 em (—1,0).

Lembrete: A equagao da reta é dada por y — yo = m(xo)(z — xo) .

m(zg) é o coeficiente angular da reta e (zg,yo) um ponto desta reta.

1 x
(12) Determine o valor do limite lim (1 + 2—) :
T

T— 400

(13) Esboce o gréfico da fungao

utilizando a informagoes da teoria sobre maximo e minimo.

(14) Seja

Determine:
(a) f'(z)
(b) lim f'(x).

d d
_ye(b>_y

(15) Seja y=In 927w + sen — | . Determine (a) T
w

w dx

(16) Seja f(z) = z°e"sendx entdo calcule f'(0).

(17) Determine a derivada das seguintes fungoes:

(a) F(2) = (2 — 32)} o) ()= 222 (¢) F(x) = cos V37
(d) f(z) = (3 — 2)° (e) f(x) = cotg [ ] (1) flo) = Y22
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@ @) =% @) =mB-20)  @f@=ze (@) =T
(k) f(x) = (20 = 5a*) 12 1) f(2) = eF +1n2? (m) () = 55—

(n) f(z) =tgx — Fp—

V2

(18) Determine 3’ das seguintes fungoes implicitas

(a) 2 +y’ =d’ (b) vV +y=+a (c) acos®(zy) =b
(d) e+1=uay (e) y?’:i;z (f) v* +2° =a® + b

(19) Sejam f(r) =a2° —5x* +1, g(x) =sen2x e h(z) = calcule

(@) f'(z), g"(x) e h'(x) (b) f"(z), ¢ (x) e h(x).

2

(20) Sabendo que F(z) =ye*¥ +1n (z+y+2) determine as seguintes derivadas:

dF (x) dF (x)
O G

d*F(x) d*F(x)
dz? ¢ (d) dy?

(21) Seja y =z e verifique se y satisfaz a seguinte equagao

dy
)= (1— de y=-">.
xy=(1—2x)y onde ¥ I
. 1 . : . :
(22) Seja y = m verifique se y satisfaz a equacao diferencial
r+Inzx
ry=ylylnz — 1).
(23) Seja
11—z se rz <0
H(z) =
e’ se x>0
Determine H'(z).
1(0)a?

(24) Seja f(z) =™ calcule F(x)= f(0)+ f'(0)z +

) o) =metg () @) (o) = (are oy

xT







Capitulo 6

Métodos de Integracao

6.1 Meétodo da Substituicao

A ideia deste método consiste em reescrever a expressao do integrando, original de
forma equivalente, através de outra expressao, para que o novo integrando produza
uma nova integral cuja solugao seja conhecida. Em linhas gerais, a técnica consiste
essencialmente numa mudanca de variavel para que seja possivel escrever de forma
equivalente a expressao original. Este processo é andlogo a regra da cadeia para de-
rivagao. Isto é, sejam f(x) e F(x) duas fungoes tais que F'(x) = f(x). Suponha que
g seja outra funcao derivavel tal que a imagem de ¢ esteja contida no dominio de F.

Considera-se a fungao composta F'(g(x)), entdo pela regra da cadeia, tem-se

[F(g(x))] = F'(g(z)) - g'(x) = flg(x)) - ¢'(2),

isto é, F(g(x)) é uma primitiva para f(g(z)) - ¢'(z).

Assim sendo,
/ Fg(x))g (2)dz = F(g(x) +c.  (A)

Fazendo

u=g(z), du=g(xr)dx e substituindoem (A)

vem que

/f(9<x>>gl($)d$ = /f(u)du = F(u)+c.
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Na prética, deve-se entao definir uma fun¢dou = g(z) conveniente, de tal forma que a

integral obtida seja mais simples.

6.1.1 Exercicios Resolvidos: Método da Substituicao de Variavel

2z

1—|—x2dx'

(1) Calcule a integral /

~ : . d . .
Solucgao. Seja v =1+ 2% entao d_u = 2x, ou seja, du = 2zdxr , entao
x

2xdx du
= [ — =lInJul+c.
1+ 22 U

Como u = 1+ 2?; segue que

2
/ . _:;2 =n|l + 2| +c=In(1+2*) +c.
(2) Encontre a solugao de / sen’x cos xdz .

~ : . du L .
Solugao. Seja u = senx entao P cosx, isto é, du = cosxdx , entao
x

3
/sen% cosxdr = /quu = % +c.

Como u = senx segue que,
3

/senQ:zr cos rdr = sex?l) ’ +c.
(3) Determine o valor de /cos (x + 8)dx.
~ : . du o .
Solucao. Seja u = x + 8 entao i 1, isto é, du = dx entao
x

/cos (x +8)dxr = /cos udu = senu + c.
Como u = (z + 8) segue que,

/cos (x 4+ 8)dr = sen(x + 8) +c.

dx
x2 4 6x+13°

(4) Calcule /

Solucao. Observe que
2+ 64+13 =0 +624+9+4=(x+3)"+4.
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Seja x + 3 = u entao du = dx, assim sendo,

/ dx / dx / du 1 ; u+
- = —— = | — = Zarctg— +c.
22+ 6z + 13 (x—|—3)2—|—4 2 4+22 2 g2

Como u = = + 3 segue que

dx 1 t$+3+
— — —alC _— C.
216z 413 27¢®Ty

Vo —2
dx
T

(5) Determine o valor de

Solucao. Considere, u = vV —2 = > =2 -2 = 2 = u> +2 = dor = 2udu.

Portanto,
v —2 u?du
—2udu 2 )
x—l—l (u2+2)+1 u? + 3

Somando-se e subtraindo-se 3 ao numerador, tem-se
/(u2+3—3)du /u2—|—3 / du
2 = 2 -3
u? +3 u? + 3 u? +3
/ d / 3 arctg—L +
u— u — —arctg— +c| .
u?+3 V3B

Substituindo-se, u = v/x — 2, o resultado é dado por,
/ Vo da:—Q[\/ —2-

z+1

arctg

(6) Calcule / (22% + 22 — 3)"(2z + 1)da .

Solugao. Escolhendo-se a substituicio u = (22 + 2z — 3) é facil observar que
o, du
du = (4z + 2)dx = 2(2x + 1)dx  isto §é, Ol (2z + 1)dz .

Desta forma, o resultado segue e dada por:

11

1 1 1
/(23:2 + 2z — 3)10(295 + 1)dz = 3 /ulodu = 5% +c= 5(2552 + 2z — 3)11 +c.

(7) Determine /(e2t + 2)% e*ldt .

Solucdo. A partir da substituicio u = (e* +2) obtém-se,

d
du = (2¢*")dt isto é, %L = (e*)dt.
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Portanto,

1 1 1 1 3
/(62t+2)3<62t)dt: §/u3du: 5%
3

2 2
(8) Calcule / e T

———dx.
(a + b)tgx v

Solugao. Seja u = (a+b)tgr entdo du = (a+ b)sec? zdx.
Como,

2d
Y o _9 sec? zdx
(a+0b)
segue que;

2sec? x 1 2 2 du
——dx = | — du = —.
(a+b)tgx u(a+ D)

(a+0) ) u

Portanto,

/ 2sec? x
—dx =
(a+b)tgx

1 p—t
@10 n|ul +c

dv
(9) Encontre /m

| b)t .
D) n|(a+b)tgz|+c

Solucgao. Efetuando-se a substituicdo u = 1+ /v, obtém-se 2du =
Portanto,

dv
7
/ dv 2du du 1 n 1 n
— - = . P P — C - - C.
Vo(l+ /) u? W 2ut 2(1+ Vo)
(10) Determine /:L‘4€x5dt.
~ . 5 ~ _du 4
Solugao. Seja u = (—z°) entao, segue que g = (x%)dx
Portanto,
5 d 1 1 s
/x4e”” dr = —/?ue“ = —g/e“du— ——e'+c= —Se”” +c
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2
(11) Calcule /(lnx) dx .
T

Solucao. Considere a substituicao, w =Inz entao du = —
Portanto,

dz

1 3
u2du:§+c— (In2)

3 +c.
(12) Determine o valor da /8602(595 + 3)dz .

Solugao.

Seja  u = 5x + 3, entao
Portanto,

d
—u:dac.
5

2ud 1 1 1
/S€C2(5$+3)dx:/w = g/seczudu: gtgquc: —tg(br +3) +c.

(13) Calcule / ‘

dz .
2 116"

Solucao. Seja u =¢€"

entao du = e*dx .
Portanto,

/ e* dx _/ du / du
e +16

1 U 1 er
216 ) @ gtetsy TeT garetey e
14) Calcule 3t + t2dt .
( %

Solucao. Considere u = 3t +1 entdao du = 6tdt, ou seja, — = tdt.
Observe que,

/ V3 2dt = / VEGE + 1)dt — / {32 T 1)dt
Portanto,

FIC 1) +c.
Assim sendo,
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(15) Determine / ze* dx .

- : - oo d
Solugdo. Seja u = 32? entdo tem-se, du = 6xdx isto é, Fu = xdx .

Portanto,

d 1 1 1
/x63x2dx: Fue“:g/e“du:66“+c:663x2+c.

(16) Encontre o valor de / (sendx + cos 2m)dzx .

Solucao.

/(sen4x + cos 2m)dx = /sen4xdm + /cos 2ndx = /sen4xd:€ + cos 2w / dx .

Resolvendo-se a primeira integral, isto é, utilizando-se a substituicao, v = 4z, segue

que du = 4dx. Portanto,

du 1 1
sendxdr = senuz = _Z cosu +cp = _Z cosdx + ¢y .

Por outro lado,

COSQ?T/dZE:$COSQ7T—|—Cz =x+cy.

Assim sendo, escolhendo-se, ¢ = c¢; 4+ ¢3. O resultado é dado por,

1
/(sen4x + cos 2m)dx == — 5 ¢os dr +x +c.

COSs

VT

xda:.

(17) Calcule /

dx

d
Solucgao. Seja u = /7 entao du = %, isto é, 2du = ﬁ
Portanto,
/ cos xdx = 2/cosudu = 2senu + ¢ = 2seny/z + c.
NS
Logo,

/ Coj_fdx = 2seny/z + c.

170



3dx

(18) Calcule /m

Solugdo. Seja 2% —4x+1=2a2—4z+ (4—4)+1 = (z—3)> — 3, segue entio que,

/ 3dx / dx
2—:3 —2.
¢ —4r+1 (r—2)* -3

Efetuando-se a substituicao v =z — 2, tem-se, du = dx.

e el fi ] Pt

Assim sendo, aplicando-se a tabela de integrais e voltando-se a varidvel original, o

Portanto,

resultado é dado por;
/ 3dx P
—dr+1
2

(19) Determine o valor de / (" 4+ e ) dx.

u+\/§
u—+/3

)+\/_

(z
c=3l1
+ 3‘(

Solugao. Observe que,

/(e‘m + e_a“)de = /(62‘”‘ + 279" + 26_2‘“6)26137 = /e%xdx + /de + / e 2y

du
Efetuando-se a substituicao, u = 2ar = du = 2adr = o0 = dz, segue que, a pri-
a

meira, segunda e terceira integrais, podem ser escritas, respectivamente, como;

1 1
— “d 2 — ““du.
o e“du, /da: e QG/B du

Portanto, o resultado é dado por,

1 1
/(eaw + e—aa:)de _ <2_62aa: + 92 — 2_6—2am> +e.
a a

(20) Determine o valor de /2x2\/ 623 + 1dz .

Solucao. Considere a substituicao
3 2 du 2
u=06x"4+1=— du =18z d:c:>?:2x dx .
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Portanto,

1 1 [ . luz 2
/2x2\/6m3+ ldx = —/\/ﬂdu = —/u2du = —% = Zur+te.

9 9 93 27

O resultado ¢ dado por
2 3
/2:;:2\/6:@3 +1de = (62° +1)° +c.
(21) Calcule o valor de /ﬂdaz.
3—senx
Solucgao. Efetuando-se a substituicao,
u = senx = du = cos xdx ,
segue que
/ coS T p / du

—dx = .

3—senx 3—u
Mas, substituindo-se

v=3—u=—dv=—du.
O resultado pode ser escrito como
d d
/ﬂdx = / Y[ Y hote= —In(3—u)+c = —In(3—senx)+c.
3—senx 3—u v

Portanto,

/?’Cﬂd:c =In(3 —senz) ' +c.

— SeEnxT

arcsen@de
20/1—-602

Solucao. Neste caso, considere a substituicao,

(22) Determine o valor de

do
Vo

/ arcsen@da 1/ p 1 u? N (arcsen 0)? N
———df== [ udu==>—+c=—"+c.
2v/1 — 62 2 2 2 4

u = arcsen — du =

Portanto,
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2 -5
(23) Encontre o valor de / SORT T 08T g
cos &

Solucao. Observe o seguinte,

2 -5
/ senzx cos:vdxzzfsenxdx_5/cosxdx:2/senxdx_5/dx'
Ccos T cos T cos T Ccos T

A solugao da primeira integral é obtida mediante a substituicao

u = cosx = du = —senxdx, ou seja,
sen du
dr = — [ — = —Inu= —In(cosz).
cos T u

Assim sendo

2 -5
/ senx Cosgcdxzz/senxdm—f)/dx:—21n(cosx)—5x+c.
CoS T CoS T

Portanto,

/23677,:16—5(:053:

dx = —2In(cosz) — bx + ¢ = 2In(secx) — bz + c.
cos

5dx

rn®5z

(24) Determine o valor de /

Solucao. Efetuando-se a substituigao,

5 d
u:ln5x:>du:—dx:—x,
S5x T
tem-se
5dx dx du u?
=5 =5[] ==5[u?du=5— +c.
/xhq2 5z /xan 5z u? / -1
Portanto,

/ 5dx 5 n
= — c.
rIn?5z In 5z

(25) Determine o valor de / g cos z2dz .

Solucao. Considere a substituicao,

d
u:x2:>du:2xdxz>zu:§dx,
tem-se
d 1 1
/gcostdx:/cosuzu:Z—l/cosudu:zsenu—i-c.
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Portanto,
2

T 9 senzx
—cosx dx = .
/2 rdx 1 +c

(26) Determine o valor de / sensx dx .

COS5 I

Solucao. Efetuando-se a substituicao,

u = cosx = du = —senxdx
tem-se
COS5 X us £ 2
(27) Calcule o valor de /(x4 - 1)é id .
Solugao. Considere
4 3 du 3
u=2x2"—1= du=4x da::>Z:x dx
logo,
/(x4—1)éx3dx— 1/uéalu— 1u—%+c— —(z*—1)5 +¢
4 482
Portanto,
1 5
/(x4 —1)5 2’der = ﬂ(yc4 —1)% 4c
(28) Calcule o valor de /\/ 2r — 3dx .
Solugao. Com efeito, seja
du
u:2x—3:>du:2dx:>7:dx,
entao
3
1 1 1 1uz
V2xr —3dx = 5 Vaudu = 3 u2du = 57—1—0
2
2 3 3
— 6u2 +c=-(2r—-3)2+c



Portanto,

1
/\/2:1:—3d:c = 5(2x—3)% +c.

(29) Determine o valor de /sen§20 cos 20d0 .

Solucao. Efetuando-se a substituigao,
du
u = sen 20 = du = 2 cos 20df — - = cos 20d0 ,

tem-se

1 1 1
/sen32900520d9 =3 /ugdu = 5% +c= g(sen 29)g +c.
2

Portanto,

1
/seng% cos 20d0 = R sen’ 20 +c.

d dx
lcul 1 — .
(30) Calcule o valor de o (/xlnx)

Solugao. A solugao da integral é dada efetuando-se a substituigao

d
uzlnx:du:—x,
x

segue que,
/ dr_ _ d—u:lnu—l—c:ln[lnx]—l—c.
rinx U
Assim,
d dx d
el = — (In]l .
dz (/xlnx) dx(n[nx]+c)
Portanto,
L (lnflnz] + &) = (flna] + of = = = —
7 (nflnz] +¢) = (nflnz] +¢) = .= = ——.

Deixa-se ao leitor a andlise deste problema, no que se refere a primitiva de uma funcao.
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6.2 Meétodo de Integracao por Partes

Sejam f e g funcoes derivaveis no intervalo I. Segue que,

[f(2)g(@)] = ['(x).9(x) + ¢'(x) f(z)

ou seja,
f(@)g'(x) = [f(2)g()] — g(x) f'(x).

Integrando-se ambos os lados dessa equacao, tem-se

[ 1w @ie = [ - [ g)s @

ou ainda,

[ t@)g @ = f)ata) - [ glorf @),
Observa-se que na expressao acima deixa-se de escrever a constante de integracao,
ja que no decorrer do desenvolvimento aparecerao outras. Todas elas podem ser re-

presentadas por uma unica constante ¢, que sera introduzida ao final do processo.

Generalizando a ideia, considere u = u(x) e v =wv(z) duas fungdes derivaveis, entao

u=f(r) = du= f'(x)dz e v=gla)=dv=g(x)dx.

/udv:uv—/vdu,

que ¢é a conhecida férmula de integracao por partes.

Portanto,

6.2.1 Exercicios Resolvidos: Método de Integragao por Partes

(1) Calcule o valor de / Inzdz .

Solucgao. Escolhendo-se u = Inx entao dv = dx. A partir desta escolha, obtém-se
1 . , .
du=—dxr e dv=dx 1istoé /dv:/dx ouseja v=ux.
x

Portanto, substituindo-se os resultados na expressao,

/udv:u.v—/vdu,
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tem-se

/lnmdm :xlnx—/dx:xlnx—m—f—c.
(2) Determine o valor de /xe‘Qrdx.
Solucao. Sejam u=2z e dv= e 22dx.

Entao,

1
dv = e Pdy — v = /e_Qxdx = —56_29” e du=dx.

Portanto, substituindo-se os resultados na expressao,

/udvzuv—/vdu,
1 1
/xe‘zxdx = —x (56_22:) +/ <§e_2”) dr .

2 1 2 1
/:Ue_%da: = x; + 5 /e_%dx = x; — Ze_% +c.

tem-se

Portanto,

(3) Calcule o valor de / r?*senxdr .

2

Solugao. Considere a escolha u = x* e dv = senxdx.

Entao, segue que
du =2xdr e dv= /senxdm = U= —COST.

Portanto,

/:L’Zsenxdx = —2%cosT + Z/xcos xdx , (6.1)

a solucao final depende da resolucao da integral / 2z cos xdzx.
Com efeito, sejam u = 2z, = du=2dxr e dv=cosxdr = v = senz.

Entao, colocando estes resultados, mais uma vez, na expressao,

/udvzuv—/vdu,
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segue que,

/Qx cos xdx = 2xsenx — 2 / senxdxr = 2xsenx + 2cosx + c.

Logo, substituindo-se (6.2) em (6.1) , tem-se

/xQSermdx = —z2cosx + 2rsenx + 2cos T + ¢.

(4) Encontre o valor / esenzdzr .

Solucgao. Considere a substituicao u = e* e dv = senxdzx.

Entao

du = ae®dxr e dv=senxdr, portanto v = —cosz.

Portanto, substituindo-se estes resultados na expressao

/udv:uv—/vdu,

tem-se

/ e senzdr = —e* cosx + a / e™ cos xdx .

Para obter o resultado final é preciso ainda encontrar a solucao da integral

/ e™ cos xdx .

Com efeito, sejam u = e™ e dv = cosxdx, entao, segue que,
du = ae®dr e v =senr.
Aplicando-se mais uma vez o método da integracao por partes, tem-se
/ e cosxdr = e*“senx — a / e senxdx .
Substituindo-se (6.4) em (6.3), o resultado pode ser escrito como;

/ e“senxdr = ¢**(asenx — cosx) — a’ / e“senzdr .

Portanto,
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/ e“senzdr + a® / e senzdr = " (asenr — cos x)
isto é,
(1+a?) / e“senzdr = " (asens — cosx) .

Assim sendo,

/ e"senzdr = [ (asenz — cos z)] +c.
(1+0a?)

In(ax + b)

—"dx.
var +b

(5) Encontre o valor de

Solucao. Considere

a dx

2
(az +b) Vvaxr +b 3a

Substituindo-se estes resultados na expressao

/udvzuv—/vdu,

u=In(ax +b) = du =

tem-se s s
In(ax 4+ b) dp — 2(ax +b)2In(ax +0) / 2a(ax + b)?
Var +b N 3a 3a(ax +b)
Logo,

In(ax 4+ b) 2(ax + b)%ln(aa: +b) 2 / 1
— x » 3 (ax +b)2dx (6.5)

A solucao da integral

/(ax + b)%dx,

¢ dada mediante a utilizacao da substituicao
u = (ax +b) = du = adx,

assim sendo,

Njw

1 1 2
/(aa:+b)2dx: —/uédu: 3—(a.¢c+b) :

a a

Logo, substituindo-se este resultado na expressao (6.5), obtém-se

3
In(ax + b) 2(ax +b)2In(ax +b) 4
Ay = — —(ax +D
vaxr +b 3a 9(1( )
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(6) Calcule o valor de /cos (Inz)dx .

Solucao. Sejam

1
u = cos (Inz) = du = —Esen(lnx)dx e dv=dr = v=ux.

Substituindo-se estes resultados na expressao

/udvzuv—/vdu,

tem-se

/ cos (Inz)dz = = cos (Inz) + / (f) sen(inz)dz = z cos (Inz) + / sen(Inz)dz . (6.6)

T

Usando o método de integracao por partes para resolver a integral

/Sen(lnx)dx,
mediante a substituicao,
1
u=sen(lnz) = du = ~cos (lnz)dr e dv=dr = v=ux
obtém-se,
1
/sen(ln:r;)d:r; = zsen(lnx) — /ac.— cos (Inx)dx = zsen(lnz) — /cos (Inz)dzx .
x

Substituindo-se este resultado na expressao (6.6), segue que
/cos (Inx)dxr = x [cos (Inx) + sen(Inz)] — /cos (Inz)dzx .

Portanto, o resultado é dado por

x [cos (Inx) + sen(Inx)]

/cos (Inx)dx = 5 +ec.

(7) Determine /xarctg(x)da:.

Solucao. Considere

2

d
v e dvzxdxiv:%.

= t = du=
u = arc tg(z) u e
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Substituindo-se estes resultados na expressao

/udv:uv—/vdu,
tem-se

%arct 1
/xarc tg(x)de = rarc tg(r)

2
x
—— | ——dz.
2 2 / 1+
A solugao da integral

2
/ * dx ,
1+ 22
¢ dada por,

2 2 _
/ x dx:/<x +1-1)
1+ a2

2
1
ﬁdx:/(x + Ldx
T

/ dx
1+ 22 14+ 22’
logo,

x? dz
/1+$2d:v—/d:n—/

=x —arctge.
x2 41 &
Substituindo-se estes resultados na expressao (6.7), o resultado é dado por

2
riarctgx
/:carctgxda:: rarelsr

> _
(8) Encontre o valor / Vv Inzdr .

Solugao. Sejam

arctgx
+c.
2

x
2

1
u=Inr = du=—dx e dv:\/fd:pév:/xédx:
x

2w2
3
Utilizando-se o método da integragao por partes, tem-se
2 217 1 217 | 2 [
/\/Elnxdx:%lnx—/ ?E T = 1:23”1:—3/:520&6. (6.8)
Como
) 222
/x?dw = (6.9)
3
O resultado depois da substituigao da expressao (6.9) em (6.8) é dado por,

/\/Elnxd:z::zxg lnaz—g +c.
3 3
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1

(9) Determine —I dx .

Solugao. Considere a integral escrita da seguinte forma

efetuando-se as substituicoes

u

—:>du:—1d:v e dv——d:x:>v—/—d$
T 2

Para que seja possivel aplicar o método da integragao por parte é necessario obter a
solucao da integral

Isto é,

1
€z 1
v—/—dm— /ezdz——ez——ez.
22

Portanto, aplicando-se o método da integracao por partes

/udv:uv—/vdu,

tem-se
1 1 1
ew ew 1\ —1 ew (ez>
3 x_—?—/(—ez>§dx: x _/ x? da
Assim sendo,
1
/—dx-———kez fe=e- (1——) +c.
x
(10) Calcule o valor /1n2(2x) dx .
Solugao. Considere
2 21n(2
u = In*(27)dr = du=2In(22).—dz = de e dv=dr =>v=ux
x x
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Aplicando-se o método da integragao por parte;

/udv:uv—/vdu,

/1112(21‘) dr = x In*(2z) — /len(Qx)dx =z In*(22) — 2/ln(2x)dx. (6.10)

segue que

X

Resolvendo-se / In(2z)dx, com a substituigao
2 =2r = dz = 2dx
é facil ver que o resultado é dado por
1 1 1
/ln(?x)d:r =3 /ln(z)dz ) (zln(z) — 2) = 5 (2xIn(2z) — 2z) = zIn(22) — z.
Substituindo-se este resultado em (6.10), tem-se
/ln2(2x) dr =z In*(2z) — 2/1n(2x)dx =2 In®*(27) — 2 (z1n(22) — ) + c.

Portanto,

/ln2(2x) dz = z [In*(2z) — 2 (In(22) — 1)] +c.

Deixa-se ao leitor a tarefa de derivar a funcao
F(z) = z [In*(2z) — 2 (In(22) — 1)] + ¢

e comparar com f(z) = In*(2z) .
(11) Determine / tetdt .

Solucao. Considere as substituicoes

4t
u=t=du=dt e dv:e4tdt:>v:/e4tdt:%

Portanto, aplicando-se o método da integracao por partes,

/udv:uv—/vdu,
oAt oAt
/t64tdt:/udv:uv—/vdu: T Idt.
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Assim sendo,
e4t 6415 t 64t 64t e4t 1
tef'dt =t— — | —dt=— — —4+c=— [t —~ :
/ ‘ 1 1 171671 < 4) e

(12) Calcule /ln(l —x)dx .

Solucgao. Efetuando-se as substituigoes

u=1In(l —2) = du=— e dv=dr=v=u.

(1—x)

Aplicando-se o método da integracao por partes,

/udv:uv—/vdu,
segue que
xdx
/ln(l—x)dx = /udv:uv—/vdu:xln(l—x)—i-/(l_x)

- xln(l—x)—/(;ixl). (6.11)

Somando-se e subtraindo-se 1 ao numerador do integrando da segunda integral, tem-se,

[y

= ln(x—l)—l—/da:zln(a:—l)—l—x.

Substituindo o resultado acima em (6.11), o resultado final é dado por

/ln(l —z)dr=xIn(l —z) —In(zx —1) —x +c.

13) Calcule r2e®dr .
(13)

Solugao. Sejam
u=2"=du=2xdxr e dv=e"dr—=—=v=c¢".
Portanto, aplicando-se o método da integracao por partes,

/udv:uv—/vdu,
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segue que

/xQe"”dx = 7%e" — /erxd:c. (6.12)

Para encontrar a solugao da integral de (6.12) aplica-se mais uma vez a integragao por

parte, isto é, efetuando-se as substituigoes;
u=2r=du=2dxr e dv=e'dr=v=¢"
tem-se
/Qxe’”d:c = 2ze” — 2 / e’dr = 2ze® — 2e" . (6.13)

Portanto, substituindo (6.13) em (6.12) e acrescentando-se a constante, o resultado é

dado por,

/x2€xd9§ = 2% — (2z€" — 2e") +c = e"(2? — 22+ 2) +c.

(14) Calcule /arccothxd:v.

Solucao. Considere as substituicoes

2d
u:arccotg2a::>du:——x e dv=dr=v=ux.
1+ (22)?

Portanto, aplicando-se o método da integracao por partes,

/udv:uv—/vdu,

tem-se
2xd 2xd
/arc cotg2xdxr = x arccotg2x + / ﬁ =z arccotq2xr + / ﬁ .(6.14)
Para resolver a integral de (6.14), efetua-se a substituigao
9 dt
t=1+4x :>dt:8mdmz>zz2xda:,
assim sendo,
2xdx 1 [fdt 1 In(1 + 42?)
- | Z=Zipt=~—""7 6.15
/(1+4$2) i) T "2t 4 (6.15)



Finalmente, substituindo-se (6.15) em (6.14), o resultado é dado por,

In(1 + 422
/arc cotg2xdr = x arccotg 2z + M

1 +c.

(15) Encontre /ZE\/I + ldz .

Solugao. Sejam as substitui¢oes

U= =— du=dx

2
e dv=+vVz+lde = v =
tem-se

(x4+1)3
3 )

/x\/x—l—ldac: 20 y/(z+1)°

9 3
—/ z+1) dz .
3 3

variavel,

t=a+1=dt=4dt,
logo,

Substituindo-se a expressao acima em (6.16), o resultado é dado por

2 1)3 2 2 2

~
N”U‘l ol

C 2wn/(x+ 1) 4\/(x+1)°
/x\/x—l—ldx— 5 -

5 +c.
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6.3 Método das Fracoes Parciais

Caso I. Considere que os fatores do polinomio Q(z) sejam lineares e distintos. Isto

é, que seja possivel escrever Q(z) na forma

Qlx)=(r—a1)(r —as)...(xr —ay,),

onde os a;, (i =1,...,n), sao distintos dois a dois. A decomposi¢ao da funcao racional
P(z

fa) = 22

Q(z)

em fragoes mais simples é dada por
A A A,
flz) = L 2 _ 4.

(x —a1)  (x—ag) (r—ay)

Y

onde A;, Ay ... A, sao constantes a determinar no processo para obter uma expressao

equivalente.

Caso II. Os fatores de Q(z) sao lineares sendo que alguns deles se repetem. Ou seja,
se um fator linear (z — a;) de Q(z) tem multiplicidade r a este fator corresponderd

uma soma de fracoes parciais da tipo

B, n By R B,
(x —a;)”  (x—a)~t (v —a)’
onde B; Bs, ... B, sao constantes que devem ser determinadas.

Caso III. Os fatores de @Q(x) sdo lineares e quadraticos irredutiveis, sendo que os
fatores quadraticos nao se repetem.
A cada fator quadratico (z®+ bz +c) de Q(z), corresponderd uma fracao parcial

Cax+D
(2 4+bx+c)’

Caso IV. Os fatores de Q(z) sdo lineares e quadraticos irredutiveis sendo que alguns
dos fatores quadraticos se repetem. Se um fator quadrdtico (z*+bz+c) de Q(z) tem
multiplicidade s, a esse fator correspondera uma soma de fracoes parciais da forma

(leﬂ + Dl) (CQQ? + DQ) (CS$ + DS)
(22 +br+c)*  (24+br+c)p~t (22 +br+c)
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6.3.1 Exercicios Resolvidos: Método das Fracgoes Parciais
4dx

2+

(1) Determine o valor de /

Solucao. Busca-se coeficientes que permitam a separacao do integrando numa soma
de parcelas. Este procedimento devera facilitar a obtencao do resultado da integral.
Com efeito, busca-se, na verdade o seguinte;

4 4 A B A(x+1)+Bx (A+B)r+ A

2+x  x(r+1) ;—i_x—i-l: r(z+1)  z(r+1)

4dx A B
/ 5 :/—da:—l—/ dx .
2+ x (x+1)

Portanto, usando-se a identidade de polinomios, segue que

Assim sendo

A+B=0
A=4=B=-4

Logo,

Ad A B d d
/ & Z/—daz—l—/ dx:4/_‘”_4/ L 4|z -4z + 1] +ec.
2+ T r+1 x r+1

Assim sendo;
4d
/ 5 * =4In
r°+x

2dx
xd — 422

‘—l—c.
T+

(2) Calcule o valor /

Solugao. Como a equagao z* — 42? = 2%(2* — 4) = 0 possui raizes com multiplici-

dade (isto é, = = 0 é raiz dupla). Entao, neste caso, a solugao é obtida utilizando-se;

/ 2dx _/ 2dx _/Adx+/de+/C’dm +/Ddac (6.17)
vt — 422 ) 22(22—4) ) a2 T r—2 r+2 '

Efetuando-se algumas manipulagoes algébricas junto aos integrandos, tem-se

2 A(a?—4) 4 Bx(2® —4) + Ca*(z + 2) + Da*(z — 2)
rd— 422 x?(x? —4)

Portanto, agrupando-se os termos e usando-se a identidade polinomial entre os nume-

radores das duas fragoes, segue que
2 = A2® —4A + Bx® — 4Bz + Cx® + 2Cx + Dx® — 2D .
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Ou seja,

2=(B+C+ D)2’ + (A+2C —2D)a* — 4Bz — 4A.

A solucao do sistema

(

—4A =2
B+C+D=0
A+4+2C-2D=0
| 4B =0
¢ dada por
ao-l pio eoloopoll
Substituindo-se estes valores na expressao (6.17), tem-se

/ /d:c dx_i_l/ dx _1/ dx
x2(x2 8) x—2 8 ) x+2°

Resolvendo-se cada uma das integrais, o resultado é dado por

2dx 1 1 1
e S P PO T 2 +c.
/xQ(xQ—él) 2x+8n‘x | 8n|x—|— [+e
Portanto,
/ 2dx 1 +11 T —2 n
————=—+-In c.
22(2?2 —4) 2z 8 |z +2
d
(3) Determine o valor de / m—sch

Solucao. Observe que

dx Adzx (Bx + C)dz
/$3+9x:/ $2+9 / / (z24+9) (6.18)

Neste caso, tem-se o polindmio 22 +9 = 0 irredutivel (em R) entdao a regra de

decomposicao é dada por

1 _é+Bx+C_A(x2+9)+(Bx+C)x_(A+B)x2+0x+9A
r(z24+9) =z (224+9) z(z? +9) B z(z? +9)

Portanto, agrupando-se os termos e usando-se a identidade polinomial entre os nume-
radores das duas fragoes, tem-se

A+B=0

C=0

9A =1,
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cuja solucao é dada por

1
A=,
9 9

Substituindo-se estes valores na expressao (6.18), obtém-se
dx 1 [fdx 1 rdx
> +9x 9 T 9/) z+9

1 dx 1
— [ —===21 1.
5| 9n|33\ ()

A integral

1 d
A solugao da integral —3 / fﬁg é obtida utilizando-se a substituicao
x

u=12>+9 = du = 2zdz.

O resultado é dada por

1 xdx 1
_- = ——1Inl2?2+9 II).
9/x2+9 18nlw+| (1)

Assim sendo, substituindo-se (I) e (II) em (A), obtém-se

dx 1 1 9
/$3+9$ —§1n|x|—1—81n|x +9|+c.

(222 + bz + 4)dx
a4z —-3

(4) Encontre o valor de /

Solugao. Como a equacao x® + 2% +x — 3 = 0 possui uma raiz real = = 1 e as
demais sdo raizes complexas (isto é, o polinomio resultante é irredutivel, ao dividir-se
(23 + 2% + 2 — 3) por (x —1) obtém-se x> + 2z + 3 que é irredutivel). Assim sendo,

(22 +5x4+4) A Bx +C

B+a2+r—-3 (r—1) (22422x+3)’

segue entao que

/(2x2+5x+4)dw :/(Adw +/M (6.19)

2+ +ax—3 x—1) 24+2r+3

A tarefa agora consiste em obter as constantes A, BeC. Com efeito,

(222 + 5z +4) A Br+C  A(e*+22x+43)+ (Bx+C)(z —1)
B+r2+r—-3  (z—-1) (22+22+3) (x —1)((2? + 22+ 3)
(A+B)x*+(2A—B+C)x+3A-C

(2 = D)((® + 22 + 3)
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Portanto, agrupando os termos e usando a identidade polinomial entre os numeradores

das duas fragoes, tem-se

A+B=2
2A-B+C=5
3A—-C =14
11 1 9
ja soluca 1WA=—, B=- C=-.
cuja solugao serd 5 5 © 5

A substituigao destes valores em (6.19), fornece

(222 + 5z +4)de 11 dz 1 rdx 9 dx
== po 2 2 S (6.20)
3 +a22+x—3 6 ) (x—1) 6J) 22+2x+3 6) 22+2x+3

O objetivo agora consiste em resolver cada uma das integrais de (6.20). A solucao da

primeira integral é dada por

11 dz 11
5 (x_l):Eln(x—l) (I).

Observe que a segunda e a terceira integrais podem ser reescritas da seguinte forma;
1/ xdx +9/ dx _1/ (x +9)dx
6/ 2242x+3 6) 22+20+3  6) 22+2x+3"

Nossa tarefa agora consiste em obter a solucao desta nova integral. Antes disso

P +2r+3=(z+1)*+2.

Assim sendo,

22+2x+3 6

1/ (z + 9)dx _1/ (x + 9)dz

6 EFSEETE
Efetuando-se a substituicao = + 1 =t = dx = dt segue que t — 1 = x e portanto,

tem-se

6

(z+1)24+2 6

1/(t+8)dt_1/ tdt +1/ 8dt
6 24+2  6) 242 6J) t2+2°

Utilizando-se a tabela de integrais as solucao sao escritas da seguinte forma,

1/tdt +1/ S Ly e 8 !
- ——+= =—1In ——arctg — .
6) 242 6] 2+r2 12 6v2 U

2 +2 6

1/ (z + 9)dz 1/(t—1+9)dt_1/(t+—8)dt'

- 212
Logo,
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Retornando-se a variavel z, tem-se

1 8 13 1 8 1
L 42+ aretg L = Ln( 1) 42+ o aretg

12 612 V2 12 612 V2

Portanto, substituindo-se estes resultados em (6.20), bem como, o resultado (I) segue

que

(x+1)
V2

:—ln(x—1)+1—121n((x+1)2+2)+

42+ -3 6 te.

arctg

/(2x2+5x+4)d:p 11 8
6v/2

6.4 Meétodo de Substituicoes Trigonométricas

Lembrete: Identidades Trigonométricas

sen’r + cosPz =1 (1)
sec’tr = tg’z+1 (1)
cosec’t = cotg’r + 1 (II1)
cos’r = % (1+cos2r) e sen’r = % (1 —cos2z) (IV)
sena cosb = %[sen (a+0b) + sen (a — b)] (A)
senasenb = %[cos(a —b) — cos(a + b)] (B)
cosa cosb = %[cos(a + b) + cos(a — b)] ().

6.4.1 Exercicios Resolvidos: Substituicoes Trigonométricas

Integrais do Tipo /cos":vdx e /sen":c dx .
As solugoes sao construidas utilizando-se as identidades ( IV) quando n for par e a

identidade (I), caso n for impar.
(1) Calcule / sen’xdx .

Solugao. Como n =5 é impar, entao utilizando-se a identidade (I) tem-se

senz = senz(sen?z)” = senz(1 — cos? z)°

ou seja, senr = senz (1 — 2cos?z + cos*x) .
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Portanto,

/sen%dm = /Senm(l —2cos? x + cos’ x)dx

= / senxdx — 2 / senz cos? zdr + / senz cos® zdz .

Resolvendo-se cada uma dessas integrais, segue que
(i) /senxdw = —CoSZ;
(i) —2 / senx cos® xd ;

Considere a substituicaio v = cosx entao du = —senzdx, logo,
2u  2cos®x
—2/sen:1: cos? xdx = 2/u2du = — =
3 3
(iii) / seng cos* zdz ;
seja u =cosx entao du = —senxdxr logo,
5 5
u cos’
/senxcos‘lxdx:—/u‘ldu:—g:— 5

Portanto, substituindo-se os resultados (i), (ii) e (iii) em (6.21), segue que

2cosdx  cos®x

3 )

/Sen5xdx = —cosz +

(2) Determine o valor de / cos® zdz .

Solucao. Neste caso, n =4 ¢é par. Entao utilizando-se a identidade

1 22\ *
cos? z = (cos® x)2 = (W) :

e desenvolvendo o binomio acima, a integral pode ser escrita da seguinte forma:

1 1 1
/cos4xdx: Z/dx+§/0082xdx+1/cos2 2xdr .

(6.21)

(6.22)

As duas primeiras integrais sao imediatas, resta obter o resultado da tltima integral.

Com efeito, substituindo-se a identidade abaixo na ultima parcela da expressao (6.22),

tem-se
1+ cosdzx

2
2 =
COS™ 2T B

193



1 1 1 4
/ZCOS22$CZ$:Z/$CIZ$,

1 1 1 1 1
1 /COS2 2xdxr = 3 /da: + 3 /COS dadr = gzp + 3—25en4x.

segue entao que

Portanto, resolvendo-se as duas primeiras integrais e introduzindo-se o resultado acima

na expressao (6.22), obtém-se

1 1 1 1
/cos4 xdr = ZSIZ + Zsean + éx + 3—286n4x +c.

Assim sendo,

3 1 1
/cos4 xdr = gaz + ZSQHZ:C + ﬁsenélx +c.

Integrais do Tipo /sec”xd:c e /cosec”x dz .

As solugdes sao obtidas mediante o uso das identidades (IT) e (III).
(1) Encontre o valor da /secwda:.

Solugao. Neste caso especial, onde n = 1 asolugao desta integral é obtida multiplicando-

se o denominador e numerador pela quantidade (secx + tgz) assim sendo,

/Secxdxz/secx(secx+ tga:)dx‘

(secx + tgx)

Efetuando-se a substituicao
t = (secx + tgx) => dt = (secxtgw + sec’ x)dx .

Portanto,

/S€C$dx:/secx(secx+ tgx)dx:/@ —Intte.
(secx + tgx) t

O resultado é dado por,
/secx dr = In[secx + tgx] +c. (6.23)

(2) Encontre o valor da /cosecxd:r;.
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Solucgao. Para obter a solucao desta integral utiliza-se a estratégia de multiplicar o

denominador e numerador pela quantidade (cosecx — cotgx) assim sendo,

cosecx (cosecx — cotgx
/cosecxdx—/ ( g )dx.

(cosecx — cotg )

Efetuando-se a substituicao
t = (cosecx — cotgx) = dt = (cosec’ ¥ — cosecx cotgx )dx .

Portanto,

/Cosecxdx:/cosecx(cosecm— COtgx)d:B:/%:lnt—i—c.

(cosecx — cotgx)

O resultado é dado por,

/cosecx dx = In[cosecx — cotgx] + c.

(3) Determine o valor da integral [ sec’zdz .

Solucao. A solugao pode ser obtida mediante a utilizacao do método da integracao

por partes, antes utilizamos a identidade (II). Senao vejamos,

/secgmdx = /secx sec?xdx

u = secx = du = secxtgxrdr e dv = sec’rdr = v = tgx .
Substituindo na férmula da integracao por partes, usando a identidade (II), efetuando

algumas manipulagoes algébricas e utilizando a identidade (6.23) segue que
/sec%dx = tgxsectx — /thxsecx de = tgx sec® r — /sec3xdx + /secxdx.
Portanto,

1 1
/sec%dx = §tg$8602$ + 3 In|secx +tgx| + c. (6.24)

Integrais do Tipo /sen”xdm e /cos” xdx.

A solugao destas integrais é obtida utilizando-se as identidades (IV), caso n seja par
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e a identidade (I) se n é impar.
(1) Ache o valor da /cos5 rdr.

Solugao. Considere

cos’ x = (cos® x)? cosw = (1 — sen® x)* cos v = cosx — 2sen’ x cosx + sen® rcosx .

Portanto, a integral pode ser escrita da seguinte forma
/COS5 rdr = /cosxdm — 2/sen2mcosxdx + /Sen4x cosxdr.
A solucao da primeira integral é imediata, isto é,
/cos xdr = senx (i).
A segunda integral é dado por
u = senx = du = cos xdx ,

assim sendo,

3 2 3
2/sen2xcosxdx = 2/u2du = 2% = Se;l & (i) .

Similarmente ao caso anterior, a solugao da terceira integral é escrita como

sen® x

5

/sen4 x cosxdr = (4i1) .

Substituindo-se os resultados (i), (ii) e (iii) em (6.25), segue que

2senx  sen’x

/cos5xdx:senx+ + +c.

3 )

(2) Determine o valor de /sen3 xrdr.

Solucao. Considere

sen® v = sen® v senx = (1 — cos® z)senx = senx — sen.T cos’ T .
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Portanto, a integral pode ser escrita da seguinte forma

/sen3 rdr = /sen xdr — /senx cos® zdz . (6.26)
A primeira integral é imediata, isto é,
/senxdm = —cCosx.
A segunda integral é dada por
U= cosx = du = —senxdx,

assim sendo,

N ) u? cos®
senzxcos’xdr = — | vdu=—— = ————.

Portanto,

COS3 X

/sen3xdx: —cosx—i—T—i-c.

Integrais do Tipo /sen” xcos" xdr .
A solugao destas integrais é obtida mediante a substitui¢ao da identidade (I) caso n
ou m sejam impares e utiliza-se as identidades, descritas em (IV), caso n e m sejam

pares.
(1) Encontre o valor da /sen5 x cos® xd .

Solucao. Considere

sen’x cos’z = (sen®r)’senx cos®x = (1 — cos® x)*senx cos® x

= senx cos’x — 2senx cos’ x + senx cos® x .
A integral pode ser escrita da seguinte forma;
/sen5 x cos’ xdr = /senw cos® zdx — 2 / senx cos zdx + /senx cos® zdx .
Para todos os casos acima a substituicao sera a mesma, isto é,

U =cosr = du = —senxdx .
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Portanto,

/sen5 z cos? xdr = /senm cos® xdx — 2/567@1’ cos* wdx + /senm cos® xdx

3 2 5 7
7

/S€n5$COS21’dZE——u—3—{—Q—U5—u—7-{—c—_COS3x+2COS5$_COS T
3 5 7 3 5 7

Desta forma entao

C.

(2) Determine o valor da / sen® x cos* zdz .

Solucgao. Considere as expressoes equivalentes abaixo, isto é,

1—cos2z\ /1 92\ 2
sen’w costy = S€n2$(COS2x)2:( 0208 x) < +(:208 x)

1

= 3 (1 — cos2z) (14 2cos 2z + cos” 2z)
1 2 3

= 3 (1 + cos 2x — cos” 2z — cos 293)
1 1 4

= 3 (1 + cos 2x — {1+ cosdr) (;OS z) _ (1 — sen’ 2z) cos 21’)
1 1 1 9

= — — —cosdx + —sen”2x cos22zx.
16 16 8

Portanto,
2 4 1 1 1 2
sen“x cos  xdxr = — | de — — | cosdxdx + = | sen” 2z cos22xdx .
16 16 8

A 1ltima integral requer uma substituicao do tipo
du
u = sen2x = du = 2 cos 2zdr = > = cos 2xdx .

Assim sendo,

1 1 1 3 32
g/senQQx Cos2a:da::1—6/u2du:—u—: sen x.

Desta forma, o resultado final é dado por

) 4 r  sendxr  sen’2x
sen“x cos” xdr = — — + +c.

16 64 48

(3) Encontre o valor de / sen* x cos* zdz .
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Solucao. Lembre-se que

SEN T COST = —Sen 2x .

Baseado nesta identidade, considere as expressoes equivalentes abaixo, isto é,

sen*x costz = (lsen 2x)4 = —[sen? 22]?
2 16
— %(ﬂ)Zzé[l—Qcosélx—i-coszélm]
= 6%(1—20084:17—1——[1—’_62088%])
= %8—3%008433%—%(308893.

Assim sendo,

1 1
sen*z cos* xdr = i dr — — [ cosdxdx + — [ cos&xdx
128 32 128
1 1

3
= —x — —sendx +

128° 7 128 Topgensr e

Integrais do Tipo /sen mx cos nx dx .
A solucao destas integrais ¢ obtida mediante o uso das identidades (A) (B)e (C).

(1) Determine o valor de /sen4x cos 2xdx .

Solugao. Utilizando-se a identidade (A) acima, segue que
1
sendx cos2x = §(sen 6z + sen2x).
Portanto,
1 1 1
sendx cos2xdr = 5 (senbx + sen2x)dr = 5 | sen 6xdr + 5 | sen 2xdr .
O resultado é dado por,

1 1
/sen4x cos2zdr = I3 cos bx — ZCOSQ%—FC.

(2) Ache o valor da /senSx sen 2zdx .
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Solugao. Utilizando-se a identidade (B) acima, segue que
1
senbx sen2x = 3 (cos 7Tz — cos 2x) .
Portanto,

1 1 1 1
/sen5xsen 2xdx = 3 /cos Txdxr — 3 /cos 2xdr = Zsen 2 — ﬁsen Tr +c.

Integrais do Tipo /tg”x dr e /cotg"x dz .

A solugao destas integrais ¢ obtida utilizando-se as identidades (II) e (III).
(1) Calcule o valor de /t93 zrdz.

Solugao. Considere
ti*r =tgatg*x =tgx (sec*x — 1) =tgrsec’r — tgx.
Assim sendo,
/tg3xdm = /(tgxsech — tgz)dr = /tgxsec2xdx — /tgxdx.
A solucao da primeira integral é dada da seguinte forma;
u=1tgr = du = sec* xdx.

Logo,

2 t2
/tgxseczxdx:/udu:%: gzx.

Por outro lado,
/tgxd:p = —In|cosz|.

Portanto,

t 2
/tggscdx = g2x —In|cosz| +c.
(2) Determine o valor de / cotg* v dx .
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Solucao. Considere

cotg* x = cotg* v cotg? v = cotg® x (cosec* x — 1)
= cot92 x cosec® x — cotg2 x

2

= cotg® xcosec® v — (cosec® v — 1)

= cotg® x cosec® x — cosec* x + 1.
Assim sendo, tem-se
/cotg4xda: = /cot92 x cosec® x dx — /008602 rdr + /dm.
A solucao da primeira integral é dada por
u = cotgr = du = cosec’ xdzx ,

logo,

3 3
U cotg® x
/cot92 x cosec® xdr = /quu = 3 = g )

Por outro lado,

/008602 rdr = —cotgx.

Portanto,

t3
/cotg4xdx: co;} ’ +cotgr +x+c.

Integrais do Tipo /tg”:c secxdr e /cotg”a: cosec™ x dx .
A solucao destas integrais é obtida mediante o uso do método da substituicao de
variavel, caso m seja impar ou n par. Por outro lado, caso m e n sejam pares o

método a ser utilizado é o da integracao por partes.
(1) Determine o valor de /tg3 v sect zdx .

Solugao. Considere a substituicao
tg® vsect v = tg® x (sec? x)sec® v = tg® x (tg> x 4+ 1)sec’ v = tg° x sec* v + tg* wsec x.
Assim sendo,

/tg3acsec4xdac = /tg5xsec2xdx + /thI‘S(?CZZ‘dI‘.
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A solucgao destas integrais é estabelecida mediante a substituicao
u=tgr = du = sec’ xdr,
logo,
/tg5x5602xda: = /u5du = %6 = tggx e /tg3xsec2xdx = %4 = tgix .

Portanto

tebx  tg
tg® x sec v dv = +
/g.ﬁ(}S@Cl‘SL’ 6 1

(2) Determine o valor de /t92 x sec’ xdx .

Solugao. Considere a substitui¢ao
tg* x sec® x = (secx — 1)(sec® ) = sec® x — sec’ x.
Assim sendo,
/thxsec3xdx = /sec5xxdx — /sechdx =1+1I.

A solucao destas integrais é obtida mediante o uso do método da integracao por partes.
Sendo vejamos, a solucdo da primeira integral (I) é obtida da seguinte forma:
u=secdx e dv = sec’*vdx => du = 3sec* xtgxr secx e v =1tgx.

Portanto,
I:/sec5wdx = tgxsec?’x—?)/ sec® v tg® x dx
= tgxsec3a:—3/sec5a:dx+3/sec3xdx.
Portanto,
5 1 3 3 3
I = | sec xda:zztgxsec ZL‘—I—Z sec’ xdx .
Assim sendo,
2 3 5 3 1 3 1 3
tgxsec’xdr = | sec’rxdr — [ sec’xdxr = Ztgxsec z— | sec xdx.

Substituindo o resultado (6.24), tem-se

/tgza:sec3xda: = /sec5azmda: - /sec3xdx

3

1 1 1
= Ztgxsec x—gsec xtgx—gln]sec:c—i-tg:d—l—c.
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6.5 Integral Definida

Tudo indica que a integral definida nasceu com a formalizacao matematica para dar
sentido a solucao de problemas relacionados as areas planas. O objetivo desta secao é
o de estabelecer o Teorema Fundamental do Calculo e apresentar alguns exemplos

de sua aplicacao.

Definigao. Seja f uma fungao definida em [a,b] e seja P uma particao de [a,d]
isto é, (P={zp=a <1z <y <w3 <..<ux,=0>}). A integral definida de f de a

até b, que denota-se por

/a b f(x)dz

para ser entendida como sendo,

desde que este limite exista.
Existem inimeras propriedades associadas as integrais que podem ser consultadas em
Leithold'. A seguir apresenta-se o importante resultado do célculo diferencial e integral

conhecido como o Teorema Fundamental do Calculo.

6.6 Teorema Fundamental do Calculo

Seja f :[a,b] - R continua e F a sua primitiva em [a,b]. Diz-se que F é uma
primitiva de f em [a,b] se F'(x) = f(z) paratodo =z € [a,b].

Entao

b
/ (it = F@)’ = Fla)— F().

1Leithold, L. O Célculo com Geometria Analitica. Editora Habra.Vol.1.
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6.7 Propriedades

(1) Integral da Soma de Fungoes

b b b
[ U@ o= [ s@ars [

(2) Integral do Produto de Escalar por uma Fun¢ao

A%ﬂ@mZkL%@Mx keR.

(3) Inversao de Limites de Integragao

/bf(x)dq: = _/a f(z)dz

(4) Se f(x) < g(x) paratodo z € [a,b] entdo vale

/f m</ g(x)da

(5) Seja f uma fungao definida em [a,b], entdo para c € [a,b] tem-se
/f m_/f m+/f

6.8 Aplicacoes da Integral

1°Caso. Se f é uma funcdo continua em [a,b] tal que

f(z) > 0 para todo x € [a,b], entao
b

A= [ f(x)dz.
y
/\/y =f®)
- A
.z, B

2° Caso. Se f ¢ uma fungao continua em [a,b] tal que

f(z) <0 paratodo x € [a,b|, entdo
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3°Caso. Sejam f e ¢ duas fungoes continuas em [a, b]

tal que f(z) > g(x) paratodo =z € [a,b], entao

b
A= / f(x) — g(a)) d.
Jfx)

gx)

6.9 Calculo de Areas

(1) Calcule a drea compreendida entre as curvas

y=xz, y=2> de x2=0 até

y
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Solucgao. Observando-se o grafico compreendido entre as cursos, que a funcao y = x
¢ a linha superior e que y = 22 é a linha inferior compreendida de x = 0 atéx = 1.

Neste caso, utilizando-se as conclusoes do 3° caso, acima, segue que

1 1 1
A= / (z — 2?)dx = / xdx — / vidz .
0 0 0

Portanto,

(2) Calcule a drea compreendida entre as curvas

y=senr, y=0, z=-7m, € x=T7.

y

1
A
/
-omt/ - T 21 x
A
y = sen(x)

Solucao. Observando-se o grafico acima ¢é possivel concluir que uma das &areas é
negativa. Portanto, neste caso, precisa-se ter o cuidado de toma-la em modulo. A

solugao é dada por

0 ™
A=A +Ay, = '/ senxdx| + / senxdx
-7 0
= [|[—cosz|]® —[cosa]] =|-1—-1|+14+1 = 4u.a.
Assim sendo,
A=4u.a.

(3) Calcule a area compreendida entre as curvas

y =31, y:4—x2, y=20 e z>0.
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y=4-x°

Solucao. Observando-se o grafico acima da area compreendida entre as curvas, segue

que é simples obter o valores limites entre elas;
3r=4—2"> = 2 +3r—-4=0=2=1 ¢ x=—4.
Portanto, a area desejada é dada por
1 2
A=A, +A, onde A :/ 3zdr e A, :/ (4 — 2%)dw .
0 1

Resolvendo-se as integrais, segue que

1 21
Aq :/ 3xdxr = 3i = §u.a.
0 2 |, 2

Por outra lado,

2 232 8§ 1 7 )
A2_/1 (4—x2)d$:49€ﬁ—? :(8—4)—(5—5):4_(5)257“1'

1

Assim sendo, o resultado é dado por

1
A= (5 u.a. + gu.a.) = EQ u.q.

6.10 Exercicios Resolvidos

2
(1) Determine o valor da integral / (3x — 2)dx .
1
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Solucao. Com efeito, utilizando-se o Teorema Fundamental do Célculo, tem-se

2 2 2 2
/(3m—2)dx = 3/ a:da:—Q/ dngi
1 1 1 2

2m
(2) Encontre o valor da integral / sen tdt .
0

Solugao. Com efeito, utilizando-se o Teorema Fundamental do Célculo, tem-se

2m
/ sentdt = — cost|l" = —cos2m — (—cos0) = —cos2m +cos0 = —1+1=0.
0

(3) Determine o valor di (/ Vit + 4dt) :
T \Jo

Solucao. Com efeito, considere ¢t +4 =wu entdao u =4 quando t =0 e u=2x+4

quando t = x. Por outro lado, dt = du. Desta forma, tem-se

T x+4 x+4 3 3
1 2 2\/ t 4
0 4 4 b

Isto é,

/xmdt:<2 (x+4)3_2\/5>
) 3 3 )

Portanto,

%(/;\/H_Mt) :% (2 (x3+4)3 _wf

) - Ve

d 0
(4) Calcule o valor — / tsentdt ).
df \ J;

Solucao. A solucao da integral indefinida é obtida mediante o uso do método da

integracao por partes, isto é,

u=t=du=dt e dv=sentdt = v=—cost.
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Portanto, substituindo-se os resultados na expressao,

/udv:u.v—/vdu,

/tsentdt:—tcost+/costdt:—tcost+sent+c.

tem-se

Resolvendo-se a integral definida, segue que

0
/ tsentdt = —tcost|] + sent|]
1
= (—fcosf+1.cosl)+ (senfh — senl)

= (—fcosf+cosl)+ (senf — senl) .

Portanto,

d ([ d
— = — (= 1 — 1
7 (/1 tsentdt) 7 [((—Ocosh+cosl) + (senb — sen1)]

d d
= = [(—0cosf + cos1)| + pT [(senf — sen1)]

= —cosO+0senf+cost =60send.

d 0
— / tsentdt| = 0senf.
o \ J,

(5) Mostre que / sen bz cos2xdr =0.

—T

Desta forma entao

Demonstracao. Com efeito, utilizando-se a identidade
1
sena cosb = §[sen (a+0b) + sen (a —b)],
tem-se
1 1
sen bx cos 2 = 5 [sen (b + 2x) + sen (bx — 2z)] = 3 [sen Tz + sen3z] .

Assim sendo, a integral indefinida é dada por

cosT7x  cos3zx

1 1
/sen5x Cos2xdx:§/sen7xdx+§/sen 3rdr = — 6
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Resolvendo-se a integral definida, segue que

/ sen5z cos2rdr = — - o) _ cosde
o 14 | 6 |_,.
1 1
= 71 (— cos 7[r] 4 cos 7[—7]) — 6 (cos 3[m] — cos 3[—])
1
= —(1-1)—=(—-1+4+1)=0.
Laen-lein =

Portanto,

/ senbx cos2xdr = 0. [ |

—T

(6) Seja f uma fungao continua e f(x) < M para todo z € [a,b]. Entao mostre que

/ F@)dz < M(b—a).

Demonstracao. De fato, como f é continua e f(z) < M para todo = € [a,b],

entao

/abf(x)dxg/abde—M/abdx—M:U]Z—M(b—a). |

(7) Se f ¢é uma fungao par entao mostre que / f(z)de = 2/ f(z)dz
—a 0

Demonstragao. Com efeito,

/Z f(z)dz = /i f(x)dx + /Oa flz)dz

Efetuando-se a avaliagao da primeira integral do segundo membro da identidade acima

e levando-se em conta que f é par entao f(x) = f(—x) paratodo x € [—a,a], segue

/0 Fz)d = /0 f(—2)dz

Realizando-se uma mudanga de variavel do tipo t = —x segue que —dt = dx, bem

como, r = —a =t = a logo,

/fdx—_af /fdt/f
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Portanto,

/Zf(a?)dx:/zf(m)da?—l—/oaf(a?)dxz/oaf(t)dt—l—/oaf(x)dx:2/Oaf(x)dx

O leitor deve levar em conta que existem varias formas equivalentes de registrar a

integral de uma funcao f, ou seja,

[ t@ie= [ 5= [ s

-2 1 2
(8) Calcule o valor de / (x - —) dx .

-3 i

Solugao. Com efeito, observe

(I_1)2:(w2—1)2:(x2—1)2:x4—23:2—|—1:($2_2)+i‘

T 2 2

Utilizando-se a nova expressao acima, a solucao da integral indefinida é dada por

/(x—i)zdx _ /(:c —9)da +
= / 2d93—2/d:v+/

= 3—2x+—1+0—§—2x——+c

Resolvendo-se, agora, a integral definida, segue que

-2 1 2 3
/ (x — —> dr = —
_3 T 3

2
(9) Encontre o valor de / rlnzdr.
1

Solucao. A solucao da integral indefinida é estabelecida pelo método da integracao

por partes, isto €,

T x?
u=Inr = du=— e dv:xdx:M):?
T
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Portanto, substituindo-se os resultados na expressao,

/udvzu.v—/vdu,

0 2d _:c21nx 22 der 22lnz 1 P _a:21n:c x2
rhnwdr = — T 5 [ vde = .

tem-se

Resolvendo-se a integral desejada, segue que

2 21 2 2
/ rlnzdr = ronTy T
1 2 41,

~ /22In2  1?Inl 22 12

- < 2 2 >_(Z_Z>

— (41112_1“_1)_(%_1):(21112_0)_(1_1)
2 2 4 4 4

1’2

3 (8ln2-3)
= 2In2——-=———.
1Ty 1
Portanto,
2 In2—
/ rlnzdr = M .
1 4
z d
(10) Determine o valor de/2 _CoRTar
o (1+senz)’

Solucao. Considere a mudanca de variavel

u = senx =—> du = cosxdx

/ cosrdr / du
(1+senx)® | (1+u)®
Considere v =u + 1 entao dv = du e portanto,

/F%F::/ /_%“—4
u+1

_ (senx + 1)~ 1

entao

4 B 4  4(1 4 senx)t’
Resolvendo-se a integral desejada, segue que

s
2

/2 cosxdr 1
o (I+senx)® 4(1 4 senx)t|,

1 1
- (4(1 + sen §)* 41+ sen0)4)
(.t v N__(rL_Ly_t_1_1
B 414+1)*  4(1+0)* 64 4) 4 64 64°
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Portanto, B
/ 2 cosrdr 15
o (1+senx)® 64
(11) A solugao do Problema de Valor Inicial (P.V.I)

Y= f@) yla) =0

¢ dada por

o) = [ " ftyd.

Baseado nestas informagcoes encontre a solugao do PVI

dy _

1
- 1)=0.
i y(1)

Solucao. Com efeito,

d 1 d d

@ _z ﬁdy:_x:)/dy:/_x‘

dx x x x
Portanto,

y(x) =lnz+c (1)

Entretanto, o valor inicial é dado por y(1) =0 entao substituindo este valor em (I),
obtém-se 0 =y(1) =Inl+c, istoé, c=0.
Assim sendo,

y(x) =Inz.

(12) Mostre que a solugao do PVI

dP(t)
——=k/PH)  P(0)=F,

¢ dada por

Solucgao. De fato,

r(t) dP(t) dP(t)
e kv P(t) < [P(t)]% = kdt <= / [P(t)ﬁ = /kdt.

Portanto,




Utilizando-se a condicao inicial P(0) = Py segue que

P0:P(O):M<:)c:2\/ﬁ).

4
Assim sendo,
kt ?
(13) Suponha que a lei que governa uma determinada Raga de Coelhos C(t) seja
dada pelo PVI
dC'(t
% = kC?(t) C(0) = Cy onde ke R}.
Entao, mostre que
Co
Clt)y = ———.
(®) (1 — kCot)
Solugao. Com efeito,
dC(t) 9 dC'(t) /dC’(t) /
— =kC*(t = ktdt = [ ktdt.
di )= G = | ¢
Portanto, resolvendo-se as integrais, obtém-se
! =kt +c<—=C(t) = ! (A)
oy~ e R ‘
Utilizando-se a condigao inicial C'(0) = Cj segue que
1 1
Co=0C(0)=—- = ——.
0 (0) L= o
1
Efetuando-se a substitui¢ao da constante ¢ = —— dentro da expressao (A) segue que
0
1 1 Co
C(t)=— C(t)=— Clt)= ———.
)= (®) L =T "%
0
Portanto,
Co
Clt)y = ———.
(®) (1 — kCot)

(14) Resolva o seguinte Problema de Valor Inicial

dy 1
— = — 1) =10.
e 3\/5+ﬁ y(1)
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Solucgao A solucao da equacgao associada é dada por

—3\/_+7<:>dy—3\/_d:c+—<:>/ y—3/\/_d:c—|—

Resolvendo-se as integrais obtém-se

\/_

y(x) = 3/xéd1‘ + /x_édx — y(x) = 207 + 227 + ¢ (B).
Substituindo-se a condigao inicial y(1) = 10 segue que
10=y(1) =2+2+ce=c=6.
Portanto, colocando-se ¢ =6 dentro da expressao (B) tem-se

y(x) = 227 + 227 +6.

(15) Calcule a integral
/ b xdr
5 (30 —x22)%

Solucao Utilizando-se a substituicao
9 du
= (30 — z%) :>du:—2xdx:>—?:xdx
resolvendo-se a integral indefinida, tem-se
/ xdx / du 1 [du 1 / 2

—— = =— [ —w=—= [ u “du.

(30 — x2)? C2u? 2 ) u? 2
Portanto, a solucao é dada por

/ rdx 1 1
(30 —22)2  2u (30 —a?)’

Resolvendo-se a integral definida, segue que

/5 ede 1 1 1 1 1 16
5 (30 —22)2 (30 — 22)

, 30—25 30—9 5 21 105

(16) Determine o valor da integral

™ sen \/T cos \/_dx
=2 N

4
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Solucao Efetuando-se a substituicao

u:\/E:>du:d—$———>2du:d—x

2Vx Vi

a integral indefinida pode ser escrita como

/sen x cos /x dx
\/E

Substituindo-se v = senu segue que dv = cosudu desta forma, (I) é dada por

2 2 2
v sen“u  sen®\/x
2/senucos udu-—2/vdv————— = \/_

:2/senucosudu (I).

2 2 2

Assim sendo,

/ sen \/x cos \/z dx sen® \/T

Resolvendo-se a integral definida, tem-se,

B sen’t  sen®Z _ 1 1
2 2 2 2 2
4

/”2 seny/zcos Jrdr  sen®\/x ™
=2 NG 2 B

4

(17) Mostre que

rdr 1
/(1—332)2 o) @

Demonstracao Com efeito, considere a mudanga de variavel
du
uzl—x2:>du:—2xd:r;:>—7:xdx.

Substituindo-se na integral original, tem-se
xdx —du 1 1 9 lu? 1 1
—_— = —_— _— = —— - d = ——— = — = — .
/(1 —a2)2 /( 2 ) u? 2/“ S R VR T

(18) Mostre que

@ 2
/ Vadr = g\/a?’.
0

Demonstracao A solugao da integral indefinida associada ao problema é dada por




Resolvendo-se a integral definida, tem-se

a 23 205 2
/ﬁdx: 2R /G m
o 3 3 3

3|a
2x2

3

0

(19) Define-se o Comprimento de ArcoS de uma curva suave de uma fungao continua

e derivavel num intervalo [a,b] por

S:/ab\/l—i-(f’(x))Qda:.

Utilizando-se esta definicao encontre o comprimento de arco da curva definida pela
funcao

3
2

flz)==x no intervalo 0,5].

Solucao Para obter o comprimento de arco desta funcao no intervalo dado é necessario

encontrar os elementos integrantes para uso da férmula, isto é,
3 1 9
flo) =2t = [(a) = 308 = (/@) = Jo.
Assim sendo, aplicando-se a formula tem-se
5
9
S:/ \/1+ —xdx.
0 4
Utilizando-se a mudanca de variavel
9 9 4
u:1+1x:>du:1dx:>§du:dx,

a integral indefinida é dada por

3

9 4 1 4 2 8 9 2

1 — — — 2 = — . — = — 1 — .
/\/ +4:de 9/u2du 9 3u 27( —1—4:1:)

A solucao da intgral definida,
8 9 \* 8
= — (142, _ 2
27 ( + 4 5)

5 9 8 9 \:|
= 14 twde= = (145
S /0 +4xx 27(+4x) 0
8 9 \* 8 9 8 5\ 8
3
Sl1425) — 2 (142, = S (1+2) S ay03
27<+45> 27<+40> 27<+4) 57 (1+0)
3
2

[SII9Y

|
[\
3
7N
—_
+
=] ©
o
N——
wlw

Efetuando-se os célculos, segue que

Njw

27" T 271 27 27

SERIE

(7)3_ 8 5_343 8 33
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Portanto, o comprimento de arco é dado por
b 9 335 : :
S = 14 Z:de =57 e u.c=unidades de comprimento .
0

(20) Ache a drea compreendida entre as curvas

A | A

Solucao. Observe o grafico, a area desejada é obtida através de duas integrais. Isto
é, a area A; é dada pela integral de 0 até 1 da funcao y =x e a segunda area A,

1
é dada pela integral de 1 até 2 da fungao y = — . Desta forma, segue
x

s

(21) Determine a drea compreendida entre as curvas

1 2d 2
0 1

x
2 2

Y=z, y:6—x2 e y>0.
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A

Solugao. Baseado no gréafico abaixo conclui-se que area desejada é a soma de duas
areas. A primeira area A; é dada pela integral 0 até 2 da funcao y = x e a segunda
area é obtida através da integral de 2 até /6 da funcdo y =6—2%. oponto z =6
é o ponto do eixo dos z que faz com que as funcoes y =2 e y = 6 — 22 tenham a
mesma ordenada, isto é vem do fato de que z =6 — 2.

Portanto,

2 3\/6
V6

2
x

6 _
+ 6z, 3

2 V6 T
A:A1+A2=/xdx+/ (6—x2)dx:§
0 2

0 2

Assim sendo,

Az(%—%)%—(G.VE—@Q)—(MTG)?)—Z;) :wu./l.

(22) Determine a édrea delimitada pelas curvas,

y=20 e y=25—12.
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25

y=25-x7

Solucao. O gréfico abaixo permite concluir que a area desejada é obtida mediante a
integracao da funcio y = 25 — 22 de —5 até 5.
Portanto

5 5 5 319
250 500
A:/(25—m2)dx:25/ d:z:—/ vldr = 22’ — | =250— 0 = 2=
s - - 3| . 3 3

Assim sendo,

500

6.11 Exercicios Propostos

12 Questao. Use o método de substituicao de variaveis para encontrar as seguintes

integrais:

(a) / (\/ﬁ + %) dx (b) / sen’ z cos® zdz () / e (22 4 5)da

22 Questao. Encontre a solucao das integrais abaixo usando integracao por partes

(a) / e"senzdz  (b) / 2 coszdr () / 2Inzdz.

32 Questao. Encontre o resultado de

%(Ldet>.

4® Questao. Encontre a area compreendida entre as curvas, usando integral definida

Yy =7, r=1, e y=20.



52 Questao. Calcule a integral da seguinte fungao

/2
/ I+1dx.
2¢ — 1

62 Questao. Resolva as seguintes integrais:

%dz7 /excosxdx e %[/Ox(\/t——th)} :

7% Questao. Calcule a drea compreendida entre as curvas

y=z, y=6-2>, e y=>0.

82 Questao. Calcule a integral da seguinte funcao

/\/$+1dm.
r—1

9% Questao. Resolva as seguintes integrais:

In (v2z + €2) / 9 d {/x ]
————dx r“cosx dx e — Vt+8dt)| .
V2 + e? dzr | J, < )

10* Questao. Calcule a area compreendida entre as curvas

y=ux, y:x2, de 2=0 até xz=1.

11* Questao. Determine as integrais abaixo usando o método das fracoes parciais.

—42? T
d b d
(2) /2x3+x2—2x—1 * <)/8x3—12x2+6x—2 *
5dx (22 +1)
28y d dz |
(c) /(x3+4x)2 ‘ (d) /x4—7x3—|—18x2—20x+8 v

122 Questao. Calcule as seguintes integrais utilizando substituicoes trigonométricas.

(a) / tg® v dx (b) / cotg* 3w dx (c) / sec® z dx (d) /tg5 x sec v dw

(e) / sen’ x cos 4x dw (f) /0

~ s
2

6
sen®x cos® x dw (2) / sen2x cos 4x dx .
0
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13? Questao.

(a) Ache a drea limitada pelas curvas y = 2° — 4z e y = 2° — 62°.

(b) Encontre a drea compreendida entre as curvas y =z, y = —,x=2ey > 0.
x

14* Questao. Encontre a area limitada pelas curvas:
() y=2> ¢ w=y’
b) y=2°, y=2"" y=1,x=-lex=1,;

Y
. . s
d) y=cosz, oeixodos z, oeixodosy e x=—;
6

(
(c)y=212*> e y=8—ua*;
(
(

15% Questao. Seja [ continua em [—a,a]. Mostre que se f é uma fungao par

entao /f dx—Q/f )dx .

E se f for impar entao
| rarde =

16® Questao. Seja f(z) = 4y/z entdo calcule /04 f@)/1+[f'(x)]? do .

17% Questao. Encontre o resultado das seguintes expressoes:

o afee] o ()

182 Questao. Mostre que a solugéo do Problema de Valor Inicial (PVI)
dW
=KW W(0) =W,

e 2
é dada por  W(t) = (Tt + WO> :

192 Questao. O comprimento de arco de uma curva suave definida num intervalo

-/ L+ PP de

Encontre o comprimento de arco da curva f(z) = va? em [0, 1].

[a,b] é dado por

20* Questao. Encontre a solugdo do Problema de Valor Inicial (PVI)
dP(t)

s K P3(t), P0)=PF onde KeR.
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Capitulo 7

Apéendice: Matematica Elementar

7.1 Formulas e Identidades Notaveis

As razdes trigonométricas num triangulo retangulo sao expressas por

Cateto Adjacente 9 Cateto Oposto ; Cateto Oposto
senf = = .
Hipotenusa Hipotenusa & Cateto Adjacente

cos 0 =

Identidades Trigonométricas Estratégicas

sen 6 cos 1 1
cotgt = sec = .
CoS sen 6 cos sen 6

Identidades Fundamentais da Trigonometria

cos® 0 + sen’d = 1 1 + tg?0 = sec? 6 1 + cotg?d = cosec?d .

Formulas de Adigao de Arcos

sen (o + ) = senacos 3 + cosasenf,

cos(a+ ) = cosacosf — senasenf.

Foérmulas do Arco Duplo

sen20 = 2senf cosb,

cos20 = 1—2sen?d.
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Foérmulas do Meio Arco

1
cos” 0 3 (1 + cos 20) ,
sen’f) % (1 —cos 20) .
7.1.1 Leis da Exponenciacao e Radiciacao
n._m __ n+m n\m __ _nm n __ _nin gn:a_n
a"a™ = a (a™)" =a (ab)" = a"b (b) o
" 1
a_ — an_m a_n = — a,O = 1 (CL 7é 0),
am a"
av = am Vab = /a¥b W:{L/&.
Va T
7.1.2 Raizes da Equacao do 2° Grau

A equagao do 2° grau
az® +bx+c=0 (a#0),
tem solugoes

b+ VP2 —dac  —bEVA

2a 2a

A equagao do segundo grau tem raizes reais e distintas quando A > 0, raizes reais e

X

iguais quando A = 0 e nao possui raizes reais quando A < 0.

7.1.3 Fatoracao

(a+b)? = a®+2ab+ b
a—v = (a+b)(a—0)
=0 = (a—0b)(a*+ab+b?)
at bt = (a* —b*)(a® +1?).

7.1.4 Exercicios Elementares

1. Efetue as operacoes com fragoes.
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1+ =
c) %
3_ =
2
41
3 1
3 2+ 3
d) i
1— =
2
3 (1 [1 2 1
Sl 242142
e)2{2 [3+5 T3
1yr 2
¢ 3 5
)1 I
3t
1
(S WA
g 2 2 5
oL (24
3 \3

2. Encontre o valor da expressao

2 (2) - ()
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3. Determine o valor da expressao a seguir

a) V18 +v8 - 32

b) V9 — V16 + /8 + 6v2
V81 — 34 + /16 + 3v38
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) V2 -1 2+ Vi+1)
Y\ Va1 V2 -1

d)3—\/§_1—\/5+3—\/§
1+v2 14+v5 243

(1-372 -1’
0 1+v2 la=v2
1 -2 V2
4. Sejam
Y F-3
| (va-vB
VC+ VD
Entao determine Y quando A=4; B=1; C=9; D=16; E=—-1¢e F=1.
5. Se a=1; b= —3 e c =2, determine as raizes da equacao axz? + bx + ¢ = 0.
6. Se a=2; b= —6 e ¢ =18, determine a soma, a diferenca e o produto das

raizes da equacdo ax?® + bx +c = 0.

7. Simplifique as expressoes

dr+4— 8y + 16
rT—2y+95

a)

322 +6x+x+2

b
) T+ 2

A

c) ;

9> — 9
t+1
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B+t +t41

A

=1

24+x+1°

f)

7.2 CONJUNTOS NUMERICOS

7.2.1 Introducao

A ideia de contagem talvez seja mais antiga do que as proprias civilizagoes, haja vista
que em achados arqueoldgicos (ndo muito recentes) foram identificadas gravagoes em
ossos de animais com uma espécie de marcacao de contagem que datavam da pré-
historia. Acredita-se que a idéia ordinal tivesse sido anterior a cardinal, pois, antigas
tribos em seus rituais costumavam representar cenas a respeito da criagao do universo
na qual inimeros membros eram necessarios para completar as cenas. Cada um desses
membros tinham o compromisso de entrar em cena mediante uma certa ordem. A idéia
de niimero pode ser entendida como sendo uma relacao entre dois conjuntos, onde um
deles representa uma quantidade de objetos que desejamos contar e o outro uma colegao
de atributos (todos semelhantes). Se a cada atributo for possivel associar a um objeto,
entao a quantidade de relagoes descritas pelas ligagoes entre os atributos e os objetos
é o que entendemos pela idéia chamada de nimero. Portanto, nimero é uma idéia,

particularmente, fruto do estabelecimento de uma relacao entre dois conjuntos.*

7.2.2 Descricoes dos Conjuntos Numéricos

O conjunto cujos elementos foram estabelecidos com a finalidade de contar objetos é

especificado por
{1,2,3,4,5,...} . (7.1)

Na verdade, por conveniéncia e operacionalidade, doravante nesta literatura, este con-

junto com a inclusao do zero sera definido como o conjunto dos nimeros naturais e

1Boyer, Carl. Histéria da Matemética
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denotado por
N={0,1,2,3,4,5,...} . (7.2)
Se retirarmos o elemento zero, o novo subconjunto serd denotado por
N*={1,2,3,4,5,...} . (7.3)

Convém observar que alguns historiadores classificavam o conjunto N, nao apenas como
o conjunto dos ntmeros naturais, mas também como o conjunto dos nimeros intei-
ros positivos. Suponha que estivéssemos interessados em encontrar a solucao de uma

equacao do tipo
r+8=3. (7.4)

Uma breve observagao nos permite concluir que a equagao (7.4) ndo admite um nimero
natural como solugao. Para que esta equacao seja resolvida, bem como para que outros
problemas desta natureza também possam ter solugoes necessitamos de ntimeros com
outras caracteristicas. Um conjunto de niimeros com estas caracteristicas é conhecido

como conjunto dos nimeros inteiros e denotado por
Z={. 6 —4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,...} (7.5)

Associado a este conjunto existem os seguintes subconjuntos comuns na literatura:

7+ = {...,—4,-3,-2,-1,1,2,3,4,...}; (7.6)
Z., = {0,1,2,3,4,5,...}; (7.7)
Z. = {...,—4,-3,-2,—1,0}, (7.8)

os quais sao conhecidos como o conjunto dos niimeros inteiros sem o zero, o conjunto dos
nimeros inteiros nao negativos e o conjunto dos niimeros inteiros nao positivos, respec-
tivamente. Dando prosseguimento ao estabelecimento de alguns conjuntos numeéricos,

considere agora a seguinte equagao
2r —5 =8 (7.9)

é facil observar que a solucao desta equacao nao estd presente no conjunto dos niimeros

inteiros descritos acima. Com a finalidade de resolver tal equagao, bem como outros
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problemas semelhantes necessitamos de outras espécies de niimeros, que sao conhecidos

como numeros racionais ou fracionarios e denotados por
Q:{% talque a,b € Z e b;éO}- (7.10)

Convém observar que todos os niimeros inteiros e consequentemente os niimeros natu-
rais estao inseridos no conjunto (7.10). As dizima periodicas também estao presentes
neste conjunto, haja vista que podem ser representadas por uma fracao. Por exemplo,

verifique se a dizima 1,272727... pode ser escrita como uma fragao. Senao vejamos
1,272727 ... =1+ 0,272727 . ..
escrevendo
0,272727...==x (7.11)
entao, multiplicando (7.11) por 100, tem-se

100z = 274 0,272727...
100 = 27+ =z

100x —x = 27

99x = 27

27 3

T e _— = —

99 11

Portanto,

3 14
1,272727 ... =14 — = —.
, 272727 —I—H 11

Antes de voltar a caracterizar outros conjuntos numéricos, vamos apresentar um teo-
rema considerado relevante para o desenvolvimento das préoximas etapas da presente

secao.

Teorema 1. Se p? é par entdao p é par.

Demonstracao. Suponha que p nao seja par, entao p ¢é impar. Desta forma, tem-se
p=2n+1com n €N eentao p> = 2n+1)? =4n® +4n+ 1 = 2(2n® + 2n) + 1.
Chamando k = 2n? + 2n significa que p? = 2k + 1, o que caracteriza um niimero

fmpar, ou seja, p®> ¢ fmpar. Logo, é uma contradicao, pois, por hipétese p? é par.
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Portanto, p nao poder ser impar como haviamos afirmado, logo, o niimero p s6 pode
ser par.

Voltando as descrigoes dos conjuntos numéricos, considere inicialmente a equacao
7 —-2=0. (7.12)

Sabemos que z = v/2 e & = —/2 sdo as solucdes desta equacao. Mas, /2 é um

nimero racional, isto é,v/2 € Q? Para tentar responder esta pergunta, suponha que
a

V2 € Q, entdio V2= - onde a,b € Z com b # 0. Admite-se também que

b

a
mdc (a,b) =1, ou seja, que V2 == com - irredutivel. Assim sendo,

a
b b
a a? ) .

V2=r —= — =2 = d>=2b

b b2
o que caracteriza que a? é par e portanto pelo Teorema 1 a é par. Desta forma,
podemos escrever, a = 2¢ = 2b* = 4¢? = b? ¢é par, portanto, b é par. Concluimos que
tanto a quanto b sdo pares, o que acarreta entdo que mdc (a,b) # 1. Logo, v/2
- a .

nao pode ser da forma " ou seja, /2 ¢ Q.
A resolugao de equagoes do tipo (7.12) necessita entao de outras espécies de nimeros,
que néo sejam os especificados através de fracoes. Isto é, /2 é um destes niimeros,
existem muitos outros v/3, v/5, v/P onde p éprimo, = 3,1415..., e = 2,718.. . etc.
Este conjunto é conhecido como o conjunto dos ntimeros irracionais e denotado por

R —Q = 1. A reuniao dos conjuntos N, Z e Q com I é o que chamamos de con-

junto dos nimeros reais, ou simplesmente, R=QUI com QNI=0.

7.2.3 Propriedades

Fechamento

Se x ey € R entao existe um e somente um ntmero real, denotado por x + y,
chamado soma. Bem como, existe um e somente um niumero real, denotado por xy

chamado produto.

Associativa

Adicao. (z+y)+z=2+(y+2).
Multiplicagao. z(yz) = (zy)z.
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Comutativa

Adigao. z+y=y+uz.
Multiplicacao. xy =yx.
Elemento Neutro

Adicao. Existe 0 € R tal que x4+ 0=z, Vxr € R.
Multiplicacao. Existe 1 &€ Rtal que z.1 =z, Vx € R

Elemento Simétrico (Oposto)
Adicao. Para todo x € R existe o simétrico de z indicado por —z tal que

r+ (—x)=0.

Elemento Inverso

Multiplicacdo. Para todo = € R, = # 0, existe o inverso de z indicado por z7! ou

1

~ tal que z.x7!=1.

x

Distributiva da Multiplicacao em Relacao a Adicao

z(y +2) = xy + x2

Anulamento do Produto

rzy=0=2x=00uy=0

Lei do Cancelamento

r+y=yt+z=r==z2.

No conjunto dos nimeros Reais temos também uma relacao de ordem.
Axioma de ordem

No conjunto dos nimeros reais existe um subconjunto denominado de nimeros positi-

vos, tal que:
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(i) Se = € R, entdo ocorre somente uma das trés afirmagoes:
r=0, ou x épositivo, ou —ax € positivo

(ii) A soma de dois niimeros positivos é positivo;

(iii) O produto de dois niimeros positivos é positivo;

7.2.4 Desigualdades

Os simbolos < (menor que), > (maior que), < (menor ou igual que), >
(maior ou igual que) sao usados para comparar nimeros reais. Expressoes envolvendo
tais simbolos sao chamadas de desigualdades.

r <y ex >y sao desigualdades estritas;

r <y ex >y sao desigualdades nao estritas.

Propriedades

(i) Se a>be b>c entdao a>c,

(ii) Se a>b e ¢> 0 entdo ac > be,

(iii) Se a>b e ¢ <0 entdo ac < be,

(iv) Se a>b, entdo a+c>b+c VceR,
(v) Se a>be ¢c>d entao a+c>b+d,

(vi) Se a>b>0e c>d>0 entdo ac>bd.

7.2.5 Valor Absoluto
Define-se o valor absoluto (ou médulo) de um niimero realz por

T se x>0
2| =
—x se x<0.

Propriedades

Sejam x e y nimeros reais.
(i) |z| >0,V € Re |z|=0<2=0
(if) [af?* = o

(iii) Va2 = |z|
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(iv) [2] = | - o]

(v) Suponha que a > 0, entao

7] <a & —a<x<a,

|r] >a & x<aouzxz>a.

(vi) [z.y| = [z].|y]
(vil) z < |z| e —z < ||

(viii) Desigualdade Triangular

|z +y| < |z| + |y|.

7.2.6 Exemplos

1) Encontre a solugao da inequacao

2x—1>5

r—3 '
Solucgao
2¢ — 1 20 — 1 —5(x — 3 20 — 1 -5 15 -3 14
T 50— 2 (@ )>O:> x TEO g e
r—3 r—3 r—3 r—3

Vamos estudar os sinais das expressoes que aparecem no quociente.

1° Caso: —3r+14>0 e x —3 >0 possibilitam as seguintes situagoes:
14
—3x+14>0=>—3m>—14:>m<§ e r—3>0= x> 3.

A solucao para este primeiro caso é dada por

14
51::|3,§|:

2° Caso. —3r+14<0 e z—3<0 possibilitam as seguintes situagoes:

14
—3x—|—14<0:—3x<—14=>x>? e r—3<0=—=z<3.

A solugao para este caso sera expressa por

52:]—00,3[@%,00{:@.
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Portanto, a solucao final é dada por

2) Determine a solugao da inequagao:

1 4
> )
3r—7 " 3—2z

Solugao.

L4 3-2—4Be-T)_ —lr+4sl
3t -7 3—2z Bx—T7)(3—2x) — (Bx —T7)(3—2x) —

Para a resolucao desta inequacao é necessario considerar os seguintes casos:

1° Caso. —14z 431 >0, ( ) ( )
2° Caso. —14x+31>0, Bx—7) < 0e (3—22) < 0
3° Caso. —14z + 31 <0, ( ) ( )
4° Caso. —142+31 <0, ( ) ( )

A solugao é vazia tanto para o 1° Caso, quanto para o 3° Caso. Ou seja, nao existem
nimeros reais que satisfazem simultaneamente as condigoes inseridas nestes casos. Por

31
outro lado, é facil observar que a solucao para o 2° Caso é dada por ] 27 ﬁ} e a

7
solugao para o 4° Caso sera } 3 —+00 [

Portanto, a solugao final é escrita da seguinte forma
S:}g,%} U}g,—l—oo{ )
3) Resolva a inequagao:
21> 2% 4o
Solucao.

Prls>?tr=2 -2 —2+1>0 (7.13)
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Por inspecao observa-se que 1 é raiz com multiplicidade 2 e que —1 é uma raiz
simples da equacao associada a inequacao que desejamos resolver. Desta forma entao

é facil ver que
P +l=0a"-1)(z—-1)=(z—1)>*(z+1). (7.14)
Portanto,
(z—1*(z+1)>0.

O termo (z — 1)* é sempre positivo, entao significa que é suficiente analisar o outro
termo integrante do produto, isto é, basta analisar quais sao os valores que fazem com
que (x + 1) seja maior do que zero. O resultado serd = > —1. Logo, a solucdo da
inequacao é dada por

S=]-1,400] .

4) Encontre a soluc¢ao da inequagao abaixo

g <372y
T 24z

(7.15)

Solugao: Para resolver este problema vamos separa-lo em duas inequagoes, a solugao

desejada consiste em obter a interseccao das solucoes obtidas para cada inequacao.

1* Inequacao

2* Inequacao

Solucao da 1* Inequacao

3— 2z
24 x

> —4 (7.16)

Primeira Parte Se 2+ x > Oisto é, z > —2 entao multiplicando ambos os membros
da inequagdo (7.16) por (x + 2), obtemos

3 — 2z
2+ «x

2+1)>—42+2) = 3— 22> —4(2+ )

236



—11
3—23:2—8—43::>2x2—11=>x27.

A solugao desejada é entao a interse¢ao da condicao inicial = > —2 e x > —711 O
resultado é dado por

Segunda Parte Se 2+ z < 0, ou seja, x < —2, entdao usando um procedimento

analogo ao anterior, segue que

3— 2z
24 x

2+2) < —-4(2+72)

~11
3-20< AQ2+a)=>3-2w< S-dr=>2u< Il

Convém observar que a desigualdade mudou de sinal em funcao do termo x + 2 ser
negativo. A solucao deste caso é dada pela intersecao de x < —2 com z < 7711 O

resultado é dado por

Portanto, a solugao da 1* Inequacao é dada a partir da uniao das solugoes S; com S7.

O resultado é dada por

—11

Solucao da 22 Inequacao

3—2x<4.
24x —

Primeira Parte Se 2+ x > 0, ou seja, x > —2, entao

3— 2z
2+«x

(2+2z) < +4(2+ )

—5
3—2x§8+4x:>—6x§5:>6x2—5:>x2?.

A solucgao é determinada pela intersecao de = > —2 com x > %5. O resultado é dado

por



Segunda Parte Se 2+ x < 0, ou seja, x < —2, entao

3— 2z
2+«x

24+2)>+42+2).

Convém observar que a desigualdade muda de sinal em fungao do termo (x + 2) ser

negativo.
-5
3—2x24(2—|—x):>3—2x28+4x:>—6x25:>6x§—5:>m§?.
A solucao é dado pela intersecao de x < —2 com 1z < %5. O resultado é dada por
Sy =]—00, =2 .

Portanto, a solugao da 2* Inequacao é obtida a partir da uniao das solugbes S com

Sy. O resultado é dado por
/ " —9
Sy =55 U Sy = [?,—1—00) U (—o0, —2{.

Portanto, a solu¢ao do problema (7.15) é dada pela intersecao das solugoes das duas

Inequacoes, isto é, S =57 N Sy. O resultado é dado por

R I

5) Resolva a inequagao
|z + 3| > 1.

Solucao

Utilizando-se a propriedade de médulo de um ntimero real, segue que
lt+3[>1 <= 2+3 < —louzxz+3 > L
Portanto,
r+3< -1 =2< -4 ou r+3>1 =z > -2
o que significa que a solugao procurada é dada por

S =]—00, =4[ U | =2, +o0] .
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6) Resolva a inequagao abaixo:
20 +3] < 1.
Solucao Por defini¢ao tem-se
-1< 2243 < 1.

A solucgao é obtida observando a seguinte sequéncia

-1 < 22+3 <1 (somando —3 em todos os membros)

—4 < 2z < —2 (dividindo toda a expressao por 2)

Portanto,

S=[-2 —1].

7) Encontre o conjunto solu¢ao da inequagao modular

5
20 — 1

= (@) ()

onde as condicoes de existéncia desta inequacgao sao dadas por

B

xr—2

Solucao: Senao vejamos

2
>

1
r— 2

5)
20 — 1

1
2x—17éO:>x7é§ e r—2#0 = x # 2.

Assumindo estas exigéncias, segue que

25 1
> —— = 25(x—2)% > (2z—1)*
2e-12 = (v-2p (=2 2 (e —1)
= 25(2® —dw +4) > 4r* —dx + 1
— 2527 — 100z + 100 > 42% —4x +1

— Tz —-32:+33>0.
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Resolvendo a equacao associada a inequacao, obtemos como raizes *r =3 e x = %

Portanto, é equivalente obter a solucao da seguinte inequacao
3
Tr? — 322+ 33 = (v — 3)(z — ﬁ) > 0.

A andlise dos sinais dos termos integrantes da inequagao, ou seja, (z —3) e (z —

S:}—oo,%] U[3,+oo[—{%} :

b
8) Mostre que Vab < a;

fornece a seguinte solucao

a, b €R+

, sempre que

Demonstracao. Com efeito,

(oz—b)2 >0 = a>—2ab+1>>0.

Somando 4ab em ambos os membros da desigualdade acima, segue que
a®+2ab+b* > 4ab = (a+b)* > 4ab.

Como ambos os membros da inequacao sao positivos, entao extraindo-se a raiz qua-

drada em ambos os membros, obtemos

Via+b)? > Vdab = a—2|—b > Vab.

Portanto,
a+b

\/ESQ ]

. T+
9) Mostre que se = < y entdo = < Ty < .

Demonstragao. De fato, somando-se x em ambos os lados da inequagao = < y

segue que
T4y
r+r <z+y=>22<zc+ty—=7z< 5 (7.17)

Por outro lado, realizando a mesma operacao, agora com ¥y tem-se
+y
r+y<y+y = r+y <2y = 5 < . (7.18)
Portanto, observando-se os resultados (7.17)e (7.18) segue que
Ty <y [

<—
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7.2.7 Exercicios Propostos

Determine o conjunto solucao das seguintes inequagoes

(1) (2* — 42 —5)(—2*+8x —15) > 0

—224+22—6
2) ——MM <
(2) 3z — 2 <0

x2 —5xr—6
3) —— >0
(3) —x24+25
_ 2 _
(1—-2x)(x 4)>
20 — 1 -

(4)

(5)

5t — 3 > 1

6) o — =

(7) 23 =322+ 22 < 0

3+ 22 < 1+2x
3—22 ~ 11—z

(8)
(9) |3z +5] <11

3
(10) 2x+§‘ > 6

Tr— 2

(11)

<3
x—l‘
(12) |2? — 5z > 6

(13) [z +2| > —bx+7

(14) |22* — 8| < 22? —4
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(15) |2® + x|+ |z + 1| > 2z — 2
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